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关于 D iophantine方程 x
3 � 1 = Dy

2

梁 勇, 韩云娜

(西北大学数学系, 西安 710127)

� � 摘 � 要:利用数论中的同余,勒让德符号的性质及其它一些方法,研究丢番图方程 x
3 � 1 = Dy

2

( D = D 1p, D是无平方因子的正整数,其中 D 1是不能被 3或 6k + 1之形的素数整除的正整数, p =

3( 12r + 7) ( 12r+ 8 ) + 1, r是正整数 )的解的情况。证明了当 D 1 � 7(m od12 )时,方程 x
3
+ 1 = Dy

2
无

正整数解;当 D 1 � 5, 8 (m od12)时,方程 x
3

- 1 = Dy
2
无正整数解。
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引 言

设 N 是全体正整数的集合, D是无平方因子的正整

数。不定方程

x
3 � 1 = Dy

2
, x, y � N ( 1 )

是一类基本而又重要的三次 D iophantine方程,已有不少

研究成果
[ 1�2]
,柯召和孙琦

[ 2]
证明了:当 D大于 2且不含

6k + 1形的素因子时,方程 ( 1 )无解。但当 D含有 6k + 1

形的素因子时,方程的求解比较困难,段辉明
[ 3]
总结了:

0 < D < 100时,方程 x
3

- 1 = Dy
2
的解的情况。彭成

刚
[ 4]
证明了: x

3
+ 1 = 129y

2
仅有非平凡解 ( 80, � 63)。

乐茂华
[ 5]
证明了:当 p = 12r

2
+ 1, 其中 r是奇数,则方程

x
3

+ 1 = py
2
无正整数解 (x, y)。在此基础上,本文推广

了张淑静
[ 6]
相应的结论。

1 主要结果

定理 1 设 D = D 1p, 其中 D是无平方因子正整数,

D 1不能被 3或 6k + 1之形的素数整除, p是奇素数, p =

3 ( 12r + 7) ( 12k + 8) + 1, r是正整数,则

( 1 )当 D 1 � 7(m od12 )时,方程

x
3

+ 1 = Dy
2
, x, y � N ( 2 )

无解。

( 2 )当 D 1 � 5, 8 (m od12)时,方程

x
3

- 1 = Dy
2
, x, y � N ( 3 )

无解。

为了证明定理 1,先引入引理。

引理 1 ( 1)设 D = D
1
D

2
, D

1
不含 6k + 1形的素因

子, D 2仅含 6k + 1形的素因子,则方程 x
3 � 1 = Dy

2
有非

平凡整数解的必要条件是存在某个 (p, q)使方程

x � 1 = D 1qa
2
, x

2 � x + 1 = p b
2
, y = ab ( 4)

或

x � 1 = 3D 1qa
2
, x

2 � x + 1 = 3p b
2
, y = 3ab ( 5)

有解,这里 p > 0, q > 0, pq = D 2。

( 2 )当 D > 2, p = 1时, ( 4 )式和 ( 5)式均无非平凡

解。

其证明参见文献 [ 7 ] 的性质 1和文献 [ 8 ]的性质 2。

2 定理的证明

定理 1( 1)的证明,设 (x, y )是方程 ( 2 )的解, 由于

D 1不能被 3或 6k + 1之形的素数整除, p = 3( 12r +

7 ) ( 12r + 8 ) + 1, 故根据引理 1中的 ( 1 ),方程 ( 2 )有 4

种可能的分解:

(�) x + 1 = D1pa
2
, x

2
- x + 1 = b

2
, y = ab ( 6)

(�) x + 1 = D1a
2
, x

2
- x + 1 = pb

2
, y = ab ( 7)

(� ) x + 1 = 3D1pa
2
, x

2
- x + 1 = 3b

2
, y = 3ab ( 8)

(�) x + 1 = 3D 1a
2
, x

2
- x + 1 = 3pb

2
, y = 3ab ( 9)

情形 ( � )和 (� ),可由引理 1中 ( 2 )知其不成立。

情形 (� ),由 D1 � 7(m od12 )和 ( 7 )式的前式可得



x � D 1a
2

- 1 �
2 (mod4),当 a为奇数时

3 (mod4),当 a为偶数时

所以

x
2

- x + 1 �
3(m od4 ),当 a为奇数时

3(m od4 ),当 a为偶数时
( 10)

由 ( 7)式的后式得 2�p b
2
, 故 2 �b2, 所以 b

2 � 1(mod4),

而 p = 3 ( 12r + 7 ) ( 12r + 8) + 1

因此

p b
2 � 1(m od4) ( 11)

而 x
2

- x + 1 � pb
2
(m od4 ), 所以 ( 10)式和 ( 11)式矛盾,

所以情形 (� )不成立。

情形 (� ),由 ( 9)式可得

3 ( 2D 1a
2

- 1 )
2

+ 1 = p ( 2b)
2

( 12)

从 ( 12)式可知 (X, Y) = ( 2b, 2D 1a
2

- 1 )是方程

pX
2

- 3Y
2

= 1, X, Y � N
+

( 13)

的一组解,因为 p = 3 ( 12r + 7 ) ( 12r + 8) + 1, 所以方程

( 13)的最小正整数解 (X 1, Y1 ) = ( 2, 24k + 15 ), 于是根

据文献 [ 9 ]的结果可得

2b p + ( 2D1a
2

- 1) 3= (2 p + ( 24k + 15) 3)
t

( 14)

其中 t是正奇数。

由 ( 14)式得 2D 1a
2

- 1 � 0 (m od ( 24r + 15 ) ), 即

2D 1a
2

- 1 � 0 (mod3), 4D
2

1a
2 � 2D 1 (m od3 ), 因此

2D1

3
= 1, 其中

2D 1

3
表示模的勒让德符号,然而,由

D 1 � 7 (m od12)得 D 1 � 1(m od3 ), 故

2D1

3
= 2

3

D 1

3
= 2

3

1

3
= - 1

矛盾。故情形 (� )不成立。

综上所述,方程 ( 2 )在题设条件下无解。

定理 1( 2)的证明,设 (x, y )是方程 ( 3 )的解, 根据

引理,方程 ( 3 )可分解为两种情形:

(�) x - 1 = D1a
2
, x

2
+ x + 1 = pb

2
, y = ab ( 15)

(�) x - 1 = 3D1a
2
, x

2
+ x + 1 = 3pb

2
, y = 3ab ( 16)

情形 ( � ),由 ( 15)式的前式可得

x � D 1a
2

+ 1 �
D 1 + 1 (m od8),当 a为奇数时

1, 4D 1 + 1(m od8),当 a为偶数时

当 D 1 � 5(m od12 )时, D 1 � 1, 5(mod8),

x �
2, 6(m od8 ),当 a为奇数时

1, 5(m od8 ),当 a为偶数时

此时有

x
2

+ x + 1 � 3, 7 (m od8)

当 D 1 � 8(m od12 )时, D 1 � 0, 4(mod8),

x �
1, 5(m od8 ),当 a为奇数时

1(m od8),当 a为偶数时

此时有

x
2

+ x + 1 � 3, 7 (m od8)

由 ( 15)式的后式得 2 � pb
2
, 故 2 � b

2
, 所以 b

2 �

1 (m od8), 而 p = 3 ( 12r+ 7) ( 12r + 8) + 1, 因此 p � 1,

5 (m od8), pb
2 � 1, 5 (mod8), 而 x

2
+ x + 1 � pb

2
(mod8),

所以情形 ( � )不成立。

情形 (� ),由 x - 1 = 3D 1a
2
和 x

2
+ x + 1 = 3p b

2
可

得

( 2D 1a
2

+ 1)
2

+ 1 = p ( 2b )
2

( 17)

从 ( 17)式可知 (X, Y ) = ( 2b, 2D 1a
2

+ 1)是方程 ( 13)的

一组解。因为 p = 3( 12r + 7 ) ( 12r + 8 ) + 1, 所以方程

( 13)的最小正整数解是 (X 1, Y1 ) = ( 2, 24r + 15 )。根据

文献 [ 9 ]的结果可得

2b p + ( 2D 1a
2

+ 1) 3 = ( 2 p + ( 24r + 15) 3)
t

其中, t是正奇数,从而 2D 1a
2
+ 1 � 0(m od( 24r + 15) ),

即 2D 1a
2

+ 1 � 0 (m od3 ), 4D
2

1a
2 � - 2D 1 (m od3 ), 因此

- 2D 1

3
= 1, 其中

- 2D1

3
表示模的勒让德符号, 然

而, 由 D 1 � 5, 8 (m od12) 得 D 1 � 2 (m od3), 故

- 2D 1

3
=

- 2

3

D 1

3
= - 1, 矛盾。故情形 (� )不成

立。

综上所述,方程 ( 3 )在题设条件下无解。
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Tow ConstructionMethods of Interpo la tion Polynom ia l in F in ite F ie ld

YE Jun
1, 2

, SU Yue�bin
1

( 1. School o f Science, Sichuan Un ivers ity of Science& Engineering, Z igong 643000, Ch ina;

2. School ofM athem at ics and Computational Science, Guilin University o fE lectronic Techno logy, Guilin 541004, China)

Abstract: Interpolation polynom ials established in realnumber fieldm ay bring large error because of the accuracy lmi ita�

t ions, round ing error and truncat ion error of com puters. P roblem s of interpo lation polynom ials is considered in fin ite field in

this paper, a theorem about the ex istence and uniqueness of interpo lation po lynom ia l in finite field is proposed, and then the

theorem is proved strictly. Then tow construction methods to gain the interpolation polynom ials in finite field is also proposed

by extending Lagrange interpolation andN ew ton interpolation to the finite field. A t last, som e examples are g iven to verify the

correctness of the tow m ethods.

Key words: Lagrange interpolation polynom ia;l New ton interpo lat ion polynom ia;l fin ite field; existence; uniqueness
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On the D iophantine Equationx
3 � 1 = Dy

2

LIANG Yong, HAN Yun�na

(Department o fM athem atics, NorthwestUniversity, X i�an 710127, China)

Abstrac:t Using the properties of congruence, Legendre symbol and som e other methods in number theory, the so lutions

of D iophant ine equationx
3 � 1 = Dy

2
are investigated, whereD is square�free pos itive integer, D = D1p, D 1, cannot be d iv id�

ed by the prmi e number 3 or6k + 1, andp is an odd prmi e, p = 3( 12r + 7) ( 12r + 8) + 1, r is a posit ive integer. W e prove

that ifD 1 � 7(m od12 ), the equationx
3

+ 1 = Dy
2
has no posit ive integer so lution, and ifD 1 � 5, 8(m od12 ), thex

3
- 1 =

Dy
2
has no posit ive integer solut ion.

Key words: D iophantine equat ion; congruence; pos itize integer solution; Legendre symbo l
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