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具有很多素数方幂阶子群的有限群
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� � 摘 � 要:文章以 p �群和内 � �群研究成果为基础,以它们的研究方法为依托,采用反证法、分析法,

得到若干成果,丰富了研究内 � �群这一领域的成果。文章首先以可解次单群的结构和性质,引出所

讨论的任一真子群为素数方幂阶的有限群的结构和性质,给出一个有限群满足这一性质的充分必要

条件,得到了若干结论,并且指出了任一真子群为素数方幂阶的有限群和有限次单群、CP �群之间的

包含关系。最后,进一步拓宽这一性质,引出外 p �群的定义,给出了一个外 p�群的必要条件。
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� � 只有唯一一个非平凡正规子群的群叫做次单群。

文献 [ 1 ]通过对次单群幂零性的讨论, 给出了关于可解

次单群结构的一些结论。在次单群的分类中,有一类次

单群特别重要,这类次单群的任一真子群都是素数方幂

阶群。从这点出发,本文在此基础上,对满足任一真子

群为素数方幂阶的有限群进行了更深入的讨论。最后

引进外 p�群的概念,并对其结构进行了研究, 得到了一

些结论,丰富了研究内 � �群这一领域的成果。

1 基本引理与定理

本文中涉及的群都是有限群,使用符号和术语都是

标准的。

引理 1
[ 2]
设 G是有限群,则下述事项等价:

( 1 ) G可解;

( 2 )对每个素数集合 �, G都是 ��可分群 (或 ��可
解群 );

( 3 )对每个素数 p, G都是 p �可解群;

( 4)对任意的 1 � N � G, 存在素数 p使 Op (
G

N
) � 1;

( 5 )对任意的 1 � N � G, 存在
G

N
的特征子群

K

N
�

1, 使
K

N
是初等交换 p �群。

引理 2
[ 3]
设 G是 ��可分群,则:

( 1) G的 �- H all子群和 ��- H all子群总是存在

的;

( 2 )只要 G的所有 �- H all子群或所有 ��- H all

子群是可解的, 则 G的所有 �- H all子群共轭, 并且 G

的所有 ��- H all子群也共轭。

引理 3
[ 4]
设 G为有限群。则下述两条均为 G可解

之充要条件:

( 1 ) G的合成因子皆为素数阶循环群;

( 2 ) G的主因子皆为素数幂阶的初等交换群。

引理 4
[ 2]

12阶群有以下五种互不同构的类型:

( � )交换群:

( 1 ) G � Z 3 �Z 4

( 2 ) G � Z 6 �Z 2

(� )非交换群:

( 3 ) G � A4

( 4 ) G = [ u, v ], u
6

= 1, v
2

= 1, v
- 1

uv = u
- 1

( 5 ) G = [ u, v ], u
6

= 1, v
2

= u
3
, v

- 1
uv = u

- 1

定义 1 任一真子群为 p �群的有限群称为 IP �群。
定义 2 任一真子群为 p�群,但自身不是 p�群有限

群,称为内 p�群。
明显内 p�群属于 IP �群。
p �群和 p q阶群 ( p, q是不同的素数 )都是 IP�群,交

代群 A 4是 IP �群,且 pq阶群 ( p, q是不同的素数 )和交

代群 A 4也是内 p �群。

定理 1
[ 1]

G交换有限次单群,则 G是阶为 p
2
的循

环群。



定理 2
[ 1]

G是非交换的可解有限次单群,则 G�是

G的唯一的非平凡正规子群,并且 G�是初等交换 p �群,

此时 G = p
n
q, G � = p

n
, ( p � q, p, q为素数 )。

2 可解次单群与 IP�群的关系

由定理 2知道, 此时 G的 Sylowp�子群是一个初等
交换 p �群且正规,而 G的 Sylowq�子群是一个素数阶群
且不正规,于是 G的非平凡的子群中含有初等交换 p �
群和素数阶 q�群,那么 G是否含有 p

i
q( i < n)阶的子群

呢?

定理 3 G是非交换的可解有限次单群,则 G的真

子群都是素幂阶群。具体来说设 | G | = p
n

q, 则 G的真

子群只能为初等交换 p�群或素数阶 q�群。
证明 此时 G�是 G 的唯一的非平凡正规子群,

G

G�
= q, 故 G�是 G的极大子群, G�必不是 G的唯一的

极大子群,不然 G就是循环群了
[ 6]
,设M 是 G的另一个

不同于 G �的极大子群,因为 G ��M � [ G �, M ] , 所以 G �

� M � M。而利用 G �交换知 G �� M � G �, 故 G��

M � [ G�, M ]。而M和 G �是两个不同的极大子群,所以

[ G�, M ] = G, 所以 G �� M � G, 而 G �� M � G �, 所以

必有 G ��M = 1, 于是 M 中不能有 p作为因子,只能

是 M = q, 故 G的极大子群都是 G的 Sylow子群,所

以 G的真子群都是素幂阶的。

由定理 3对可解次单群的分析,可以得到:

定理 4 可解有限次单群一定是 IP �群。
那么定理 4的逆命题是否成立呢? 这就牵扯到两

个问题:第一, IP �群是否可解? 第二, IP �群是否是次
单群? 所以就要求从 IP �群的构造入手。

定理 5 内 p �群的 Sy low子群都是极大子群。

证明 设 G是内 p �群,由于 G不是 p �群,利用 Sy low

定理,所以 G存在 Sy low 子群, 设 S 是 G的任意一个

Sylow子群,设 S = p
r
, 如果存在子群 K, 满足 S < K

< G, 由于 S K , S G , 且 p
r+ 1 � G , 所以 p

r+ 1

� K , 于是 K 的素数因子除了 p一定还有其它的素

因子,所以 K不是素幂阶群,矛盾。

IP �群可能是幂零群,如果某个 IP �群不是幂零群,

那么它一定是内幂零群,因为它的任意真子群都是幂零

的,所以 IP�群要么是幂零群,要么是内幂零群,而这两

种群都是可解的
[ 6]
, 所以 IP �群一定是可解群, 这样第

一个问题就解决了。

定理 6 若 G的每个真子群是 p�群,则 G的素因子

最多两个,即 G = p
m
或 G = p

m
q

n
。

证明 IP �群一定是可解群,利用引理 1,则 G是 ��
可分群,再利用引理 2,则 G的 �- H all子群和 ��- H all

子群总是存在的。设 G = p
m

q
n
r

l�, 则 G必有 p
m

q
n
阶

的 H all�子群,所以若 G的每个真子群是 p �群, 则 G的

素因子最多两个,即 G = p
m
或 G = p

m
q

n
。

定理 7 G是 IP �群,则 G的类别有:

( 1 ) G是 p �群;

( 2 ) G = pq, ( p, q是不同的素数 ) ;

( 3) G = p
n
q, (n > 1, p, q为不同的素数 )且 G是

次单群, G的 Sy lowp �子群是 G的唯一非平凡正规子群

并且是初等交换 p�群。
证明 假如 G不是 p �群,由于 G可解,则 G存在极

大正规子群M
[ 7]
,且 G: M = q, 由于 M < G, 所以M

是 p�群,设 M = p
n
, 于是 G = p

n
q, 当 n = 1时, p q

阶群一定是 IP �群,当 n > 1时,设 Q是 G的 Sy low q�子
群,则 Q � � G, 因为假如 Q� G, 而利用 p �群性质, M

一定存在 p
n- 1
阶子群 N

[8]
, 于是 QN < G, 构成 G的

p
n- 1

q阶的真子群,矛盾。同样的方式, M 的任意非平凡

子群也一定不正规,于是 G只有M 一个唯一非平凡正

规子群,从而 G是次单群。

由此可知,可解次单群一定是 IP �群,但是 IP �群未必
是次单群,例如 pq阶交换群,这样第二个问题解决了。

定理 8 G是 IP �群的充分必要条件是 G中阶互素

且阶的乘积小于 G 任两个真子群不能交换相乘。

证明 � 设 H, K 是 G 的两个真子群, 且 ( H ,

K ) = 1, H � K < G , 如果有HK = KH, 那么HK

便构成 G的真子群,由于 HK的阶互素,所以 HK至少含

有两个不同的素因子,这与 G是 IP�群相矛盾。
� 假设 G不是 IP �群,取 G的真子群中不是 p�群的

最小阶的子群 H, 则 H 必定是内 p �群, 根据定理 7, 设

H = p
n

q, P � Sy lp (H ), Q � Sylq (H ), 则 P, Q是 G的

互素阶的两个真子群且 P � Q < G , 但是 PQ =

QP = H , 这与已知矛盾了,所以 G是 IP �群。
定理 9 G是 IP �群,则 G中互素阶非正规两真子群

的正规化子不相交。

证明 设H , K是 G的两个真子群,且 H , K =

1, 由于 H , K都非正规, 所以 N G (H ), NG (K )都不等于

G。设 a � NG (H ) �N G (K ), 则有 [ a ]H = H [ a], [ a ]K

= K [ a ]。利用 ( H , K ) = 1, 则 [ a ] 至少与 H

和 K 中的一个互素,不妨设与 H 互素,那么 [ a ]H

构成 G的真子群,与 G是内 p�群矛盾。所以 a = 1, 从

而 N G (H ) � NG (K ) = 1。

利用定理 9,显然很容易得到下面的推论。

推论 1 G是 IP �群,若 G中存在互素阶非正规两真

子群,那么 Z (G ) = 1。

定义 3
[ 9]
所有元素都是素数方幂阶元的群称为

CP �群。
下面是 CP �群与 IP �群之间的关系。
定理 10 除 pq阶循环群外, IP �群一定是 CP �群。
证明 设 G是 IP �群,若 G是 p �群,则 G一定是 CP �
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群。若 G不是 p�群, � a � G, [ a ] � G, 若 [ a ] = G, 那

么 G是交换群, 根据定理 6, G一定是 p q阶循环群,矛

盾。所以 [ a ] < G, 从而 [ a ]是 p �群,所以 G的任意元

素都是素数方幂阶的,因此 G是 CP �群。
反过来, CP �群未必是 IP �群,例如对称群 S4

[ 10]
。

这样就清楚 IP �群与 CP �群间的关系了。现在从真子
群阶的角度入手,来决定群的结构。设M (G )表示 G的

真子群的阶的集合,那么有:

定理 11 若,则,且 G � A 4。

证明 显然 G是内 p �群,并且 G有 4阶的正规子群

P, 并且 P是初等交换 2�群。所以 G是 4阶的初等交换

2�群被 3阶循环群的扩张,则 G = 12, 根据引理 4, 12

阶群的构造中,只有 A 4为内 p�群,所以 G � A4。

3 外 p�群的结构

前面讨论了任一真子群是素数或素数方幂的有限

群,下面讨论满足假设 1的有限群 G的结构。

假设 1 设有限群 G有一个不等于自己的正规子

群 N, 包含 N的 G的任意真子群所对应的商群都是 p �

群。即 �G =
G

N
是 IP �群。

称满足假设 1的群为外 p �群。

根据引理 3,可解群肯定是外 p �群;因为
Sn

An

= 2,

所以对称群 Sn满足假设 1条件; 显然有限非交换单群

不是外 p�群。
定理 12 有限群 G是外 p�群当且仅当 G �< G。

证明 设 G, N满足假设 1的条件,由于 �G =
G

N
是内

p �群,所以 �G可解,所以 � n > 0, 使得 �G n
= 1, 即 G

n �

N, 当然必有 G �< G。反之,令 N = G �, 那么 �G =
G

N
是

交换群。设 �K � �G, 且
�G
�K
是素数方幂阶。K是在 G中

对应的群。那么自然有,且
G

K
� �G
�K

, 从而 G和 K就构

成满足假设 1条件的群。

定理 13 设G是有限群,若H是G的唯一非素数方幂

阶子群,则H 是内 p�群,并且是 G的极大正规子群。

证明 H 的任一真子群都是 G的真子群,利用H 是

G的唯一非素数方幂阶子群,则 H的任一真子群都是素

数方幂阶子群,而 H 本身不是素数方幂阶子群
[ 11]

,所以

H 是内 p �群。设 H � K � G, 如果 K是 G的真子群,那

么 K也是非素数方幂阶子群,所以 H = K, 利用这点得

到 H是 G的极大子群。,都有H
g � G, 并且 H

g = H ,

所以H
g

= H, 所以H � G, 因此H是 G的极大正规子群。
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FiniteGroupsW ithM any Subgroups of Prim e Pow erO rder

ZHANG K e�feng
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Abstrac:t To study the results based on p�groups and inner � �groups, and their research methods, w ith the methods of re�

versed proof and analysis proo,f the paper first uses the quality and structure of the sub�smi p legroups to give the quality and structure

of the fin ite groupsw ith many subgroups of p rmi e power order and necessary and su fficient cond ition. In add ition to po inting ou t the

relationsh ip of the finite groups w ith many subgroups of p rmi e power order, sub�smi p legroups and CP�groups. A t las,t the external

p�groups and the cond ition of th is groups is given.
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27第 23卷第 1期 � � � � � � � � � 张科锋:具有很多素数方幂阶子群的有限群


