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� � 摘 � 要:证明了如下结果: ( 1)如果 X = � �� �
X �是 � �超仿紧空间,则 X是 ��集体正规空间

当且仅当 �F � �
< �

, X = � �� �
X�是 ��集体正规空间。 ( 2 )设 X = � i� �

X i是可数仿紧的,则

下列三条等价: X是 ��集体正规的; �F � [ �] < �
, X = � i� F

X i是 ��集体正规的; �n � �, � i� n
X i

是 ��集体正规的。

关键词: ��集体正规; ��仿紧; ��超仿紧;可数仿紧

中图分类号: O189�11 文献标识码: A

� � 在一般拓扑学中,逆极限、T ychonoff乘积和 ��积是

最常见的三种乘积,文献 [ 1]对 ��集体正规空间的逆极

限进行了专门讨论,得到了如下逆极限定理:

设 X = lim X�, �
�
�, � , � = �, 每个投射 ��

是开且到上的,设X (遗传 ) ��仿紧的,若每个 X�是 (遗

传 )正规 (遗传 ) ��集体正规的,则 X是 (遗传 ) ��集体

正规的。

在逆极限的 ��仿紧性条件适当加强下上面定理中

X �的 (遗传 )正规性条件可以去掉。

因而,一个自然的问题是: ��集体正规空间是否有

良好的 Tychonoff乘积性质? 本文就此问题进行了研

究,获得了无限个乘积因子的 Tychonoff积的两个等价

性定理。

本文所讨论的映射均为连续映射; 设 A是空间 X

的子集, | A |表示 A的基数; clA和 IntA分别表示集合

A的闭包和内部; [A ]
< �

= {F � A: F }是非空有限表;

� 表示无限集合 �的基数; �表示非负整数,也表第

一无限序数; �表示存在, �表示任意, k表示任意基

数, �为任意指标集。并且假设所涉及的空间都是

H ausdorff的。

定义 1 空间 x称为 k-超仿紧的,如果 x的每个

势 � k的开覆盖有一个互外的开加细。

定义 2
[ 4]
空间 X称为超仿紧的,如果对每个 k, X

是 k-超仿紧的。

定义 3
[ 5]
空间 X是 ��集体正规的,如果对 x的任

一离散闭集族M = M �: �� � ,存在 X的一个 ��互

外 的 开 集 族 U = �
n� �

Un, 使 得 �n � �, Un =

Un, �: �� � 是互外的, 并且 � � � � ,M � � �
n� �

Un, �。

定义 4 设 < A, � > 是一个定向集,称集族 U =

{U�, �� A }是定向上升的,如果 � �, �� A, 若 �� �,

则 U� � U�。

根据定义 1,显然有下一引理:

引理 1 ��集体正规空间的闭子空间是 ��集体正

规的。

引理 2
[ 1]
设 �是一个基数,如果空间 x是 �-仿

紧的, � 是 一 个 定 向集 且 � = �, 若 H =

H �: � � � 是 x的一个定向上升开覆盖, 则存在一

个 x的定向上升开覆盖 K = K �: � � � , 使得 � �

� , K � � H �。

引理 3
[ 2]
空间 x是 ��集体正规的当且仅当对 X

内的每个离散闭集族M = M �: �� � , x是 ��互外

的开覆盖 U = �
n� �

Un, 每个 Un = Un, �: �� � 是互外

的, �n � �, � �� � , Un, �至多与一个M �相交。



下面是本文的主要结果及其证明:

定理 1 如果X = � �� �
X �是 �-超仿紧空间,则

X是 ��集体正规空间当且仅当 �F � �
< �

, X =

� �� �
X�是 ��集体正规空间。

证明 ( � ) F � �
< �

, 令 YF = � �� F
X�且

�F: X � YF表投影映射。特别地,对于 � � � , 令 ��

= �
�
, 即 ��表 x到X �的投影映射。并记 ZF = Y� �F。

设M = M �: �� � 是 x的任一离散闭集族, U

= {U�: � � � }是 x的任一开覆盖, �F � �
< �

,

� �� �, 令 UF� = � { V: V开于 YF并且 V �ZF � U�},

则

( 1 ) UF� 开于 YF 且 UF� � ZF � U�, 令 OF =

�
�� �

UF�
�ZF, 则

( 2 ) {OF: F � [ � ] < �
}是 X的定向上升开覆盖,即

�F, E � [ � ] < �
, 若 F � E, 则 OF � OE。

事实上, � x � X, � �� �, x � U�, �F � [ � ] < �
,

使得 � � � F, �W �开于 X�, x � �
�� F
�- 1

� (W � ) � U�。令

W = �
�� F

W �, 则 x � W �ZF = �
�� F
�- 1

� (W � ) � U�, 故 x �

UF� �ZF � OF, 即 {OF: F � [ � ] < �
}是 X的开覆盖。其

次, �F, E � [ � ] < �
, F � E, � x � OF, � �� �, 使得 x

� ( x� )�� F � (x� ) �� �-F � UF� �ZF = UF� � �
�� E-F

X � �

ZE。

又, UF� � �
�� �- F

X�开于 YE, 故 x � UE� �ZE � OE, 从

而 ( 2 )真。

因 x是 ��超仿紧的, 所以 x是 ��仿紧的, 根据引

理 2,存在 x的定向上升开覆盖 {GF: F � [ � ] < �
}使得

( 3) �F � [ � ] < �
, clGF � OF且 �F, E � [ � ] < �

,

若 F � E则 GF � GE , �F � [ � ] < �
, 令 TF = YF - �F (X

- clGF ), 则

( 4 ) TF � �
�� �

UF�

事实上, � x � TF, x � �F (X - clGF ), 则有 �- 1

F (x )

� (X - clGF ) = �。故 �- 1

F (x ) � clGF � OFx � ( �
�� �

UF� ) �ZF, 从而 x � �
�� �

UF�。

�F � [ � ] < �
,令 CF = ( IntTF ) �ZF, 现证明:

( 5 ) {CF: �F � [ � ] < �
}是 x的开覆盖。

因 � x � X, � F � [ � ] < �
使得 x � GF, � E �

[ � ] < �
, 使得 � � � E, 有 W � 开于 X� 并且 x � �

�� E

�- 1

� (W � ) � GF , 令 W = �
�� E

W �, 则 x � �
�� E
�- 1

� (W � ) =

�- 1

E (W ) � GF , 取H = E � F, 故 �- 1

E (W ) � TH �ZH。

事实上,若 y = (y� )�� � � �
- 1

E (W ) - TH �ZH 则

(y� ) �� H � TH = YH - �H (X - clGH ), 存在 z � X -

clGH , 使得 �H ( z) = ( y� )�� H , 因 E � H, 则 PE ( z) =

PE PH (z ) = PE ( (yS)SIH ) = (yS) SIH I W, 故 z I

P
- 1

E (W ) < GF < GH , 这与 z I X - clGH 矛盾。从而,

P
- 1

E (W ) < TH @ ZH , 故 P
- 1

E (W ) < Int(TH @ ZH ) <

Int (TH ) @ZH = GH , 即 ( 5 )真。

因为 x是 K2超仿紧的, 由定义 1, 故对势 [ K的 x

的开覆盖 L = {CF: F I [ 2 ]
< X

}有一个互外的开加细 D

= {DF: F I [ 2 ]
< X

} ,使得 P F I [ 2 ]
< X

, DF Z CF , 对

P F I [ 2]
< X

, 令 TF = {TF H P F [MN] : NI 2}, 则 TF是

TF的离散闭集族。

事实上,令 y I TF, 由于 TF < G UFA, 并且存在 y

的开邻域 V使得 P
- 1

F [ V ] H MNX <至多对一个 N I 2

成立,且 PF [ P
- 1

F [ V ] H MN] = V H PF [M N], 又因 V开

于 YF, 所以 V H PF [M N] X <至多对一个 N I 2成立。

所以 TF是 TF的离散闭集族。

因 TF闭于 YF容易证明 TF是 YF 内的离散闭集族。

( 6)由于 YF是 R 2集体正规的,从而 YF有一个 R2互

外的开覆盖 V
S
= G nI X V

S
n, 使得每个 V

S
n = { V

S
n, N, NI 2 }

是互外的,且对 P n I X, P NI 2, V
S
n, N至多与一个 TF H

P F [M N] 相交。

( 7 )由于对 P n I X, P NI 2, V
S
n是 YF的互外开集

族,且 PF: X y YF 连续,容易证明: { P
- 1

F [V
S
n, N ], N I 2 }

是 x的互外开集族。

又由于 D 是 x的互外开集族, 从而 H n = {DF H

P
- 1

F [ V
S
n, N ]: S I +, NI 2, F I [ 2 ]

< X
}是 X的互外开集

族。

事实上,对 P ( S, N), ( C, G) I + @2, 若 ( S, N) X

( C, G), 必有 DF H P
- 1

F [ V
S
n, N ] H (DF H P

- 1

F [ V
C
n, G ] ) = <,

否则将与 D或 V
S
n为 x或 YF的互外开集族相矛盾。

令 H = G
nI X

H n

( 8 )则 H 为 x的一个 R -互外的开覆盖。

事实上, 只须证明 H覆盖 x即可。对 P x I X, v S

I +, 使得 x I DF < CF < P
- 1

F [TF ] , 从而 PF I TF。而

V
S
也是 TF的一个 R -互外的开覆盖,故 v n I X, v NI

2, 使得 P F I V
S
n, N, 从而 x I P

- 1

F [ V
S
n, N] , 于是得到 x I

DF H P
- 1

F [V
S
n, N ] < H n < H, 所以 H是 x的一个覆盖,从

而是 X的一个 R -互外的开覆盖。

( 10)对 P S I +, P n I X, P NI 2, P F I [ 2]
< X

,

DF H P
- 1

F [ V
S
n, N ] 至多与一个MNI M 相交。

由于对 P V
S
n, N I Vn, V

S
n, N至多与一个 TF H P F [MN]
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相交, 故知 P
- 1

F [ V
S
n, N ] 至多与一个 P

- 1

F [TF H P F [MN] ]

相交, 从而 D
F

H P
- 1

F
[ VS

n, N
] 至多与一个 P - 1

F
[T

F
H

P F [MN] ] 相交。

另一方 面, P
- 1

F [TF H P F [M N] ] < P
- 1

F [TF ] <

P
- 1

F [UFA ] 至多与一个MN相交,故知 DF H P
- 1

F [V
S
n, N ]至多

与一个M N相交。根据引理 3知, x是 R -集体正规的。

( ] )设 X = F SI E
XS是 R -集体正规空间, P F

I [ 2 ]
< X

, P S I 2 2F, 取 xSI XS, 则由引理 1, x的闭子

空间 Y22F = F SI E
X S @{ {X S}: SI 22F }是 R -集体正

规的。从而, F SI E
XS是 R - 集体正规的。

定理 2 如果 X = F iI X
X i是可数仿紧的,则下列

三条等价:

( 1 ) X是 R 2集体正规的;

( 2) P F I [ X]
< X

, X = F iI F
X i是 R2集体正规的;

( 3 ) P n I X, F i [ n
X i是 R 2集体正规的。

证明: ( 1 )和 ( 2)的等价性是上一定理的直接推论;

( 2 ) ] ( 3)是显然的,现在只需证明 ( 3 ) ] ( 2)。

事实上, P F I [ 2]
< X

,因为 F X < ,故可记 m =

m axF。由 ( 3 ), F i[ m
X i是 R 2集体正规的。P i [ m, 如

果 i | F, 则取一个 x i I X i, 则 F iI F
X i @

F
{ {x i }: i

I { 0, 1, , , m } - F }是闭于 F i[ m
X i的并且与 F iI F

X i

同胚。故 F iI F
X i是 R2集体正规的。
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Infin ite P rdouct Properity o fR2collectionw ise NormalSpaces

JI Guang2yue

( Dept. of Industry and Comm erce, Zhaoqing Co llege o f Industry and Comm erce, Zhaoqing 526020, Ch ina)

Abstrac:t T he fo llow ing are proved: ( 1) L etX = F SI E
XS be K 2 superparacompact, then X is R2co llectionw ise

norm al spaces if only everyF I E
< X

, thenX = F SI E
XS isR2co llectionw ise norm al spaces. ( 2) LetX = F iI X

X i be

countable paracompact , then the follow ing are equ ivalent: X is R2 collectionw ise norm a;l for everyF I [ X]
< X

, X =

F iI F
X i is R2collectionw ise normal; for every n I X, F i[ n

X i is R2 collectionw ise norma.l

Key words: R2 collective norm a;l K2paracompact; K2over paracompact; countably paracom pact
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New Upper Bound on the Spectra lRadius of the Hadamard Product

o fNonnegative Matrices

LIU X in, YANG X iao2y ing

( School ofM athem atics and Stat ist ics, Yunnan Un ivers ity, Kunm ing 650091, Ch ina)

Abstrac:t Nonnegat ivem atrix is a type o f specialm atrix, which has been w idely used in num erica,l graph, linear pro2

gramm ing, computer science and autom ation and so on. T he spectral radius problem o f the H adam ard product of two nonneg2

at ivem atrices is an mi portant problem in the theory of nonnegat ivem atrix. For theH adam ard productA .B o fnonnegativem a2

tricesA andB, w e g ive new upper bound for the spectral radius ofA . B . T he new bound mi proves the results of [ 1] , [ 2]

and [ 3] .

Key words: nonnegat ive matrix; H adam ard product; spectral radius; upper bound; diagonally dom inant
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