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关于 D iophantine方程 x
3 � 8= 3Dy

2

韩云娜, 赵春花

(西北大学数学系, 西安 710127 )

� � 摘 � 要:利用初等数论的方法证明了:如果 D 是适合 D  5(mod8)的奇素数,则方程 x
3
+ 8 =

3Dy
2
无正整数解; 如果 D是适合 D  7(m od8)的奇素数, 则方程 x

3
- 8 = 3Dy

2
无正整数解。
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引 言

设 N 是全体正整数的集合, D 是无平方因子正奇

数, 方程

x
3 � 8 = 3Dy

2
, x, y ! N, gcd (x, y ) = 1 ( 1)

是一类基本而又重要的三次方程。 1980年, 柯召、孙琦

证明了: 当 D  11, 19 (mod20)时, 方程 x
3
+ 8 = 3Dy

2

无非平凡整数解;当 D  1, 9 (m od20)时, 方程 x3 - 8 =

3Dy
2
无非平凡整数解。 1991年, 曹玉书给出了方程

( 1 )无非平凡整数解的一些充分条件。乐茂华证明了 D

 5(m od6)则方程 x
3
+ 8 = 3Dy

2
没有适合 gcd (x, y ) =

1的正整数解。 2009年梁艳华和李鑫证明了方程 x
3
+ 8

= Dy2 中 D = 79时仅有整数解 (x, y ) = ( - 2, 0),

( 586, � 1596)。本文证明了以下一般性的结果。

1 主要定理

定理 1 设 D是奇素数, 如果

D = 3( 8k + 3 ) ( 8k + 4) + 1,

或 D = 3 ( 8k + 4) ( 8k + 5 ) + 1,

其中 k是非负整数, 则方程

x
3
+ 8 = 3Dy

2
, x, y ! N, gcd( x, y ) = 1 ( 2)

无正整数解。

定理 2 设 D是奇素数, 如果

D = 3( 8k + 1 ) ( 8k + 2) + 1,

或 D = 3 ( 8k + 6) ( 8k + 7 ) + 1,

其中 k是非负整数, 则方程

x
3
- 8 = 3Dy

2
, x, y ! N, gcd( x, y ) = 1 ( 3)

无正整数解。

2 定理的证明

定理 1的证明

设 ( x, y )是方程 ( 2 )的解, 由 ( 2)知 x与 y均为奇

数, 因为 gcd(x + 2, x
2
- 2x + 4 ) = 3, 所以 ( 2)式可分解

为以下两种情形

情形∀ :

x + 2 = 9a
2
, x

2
- 2x + 4 = 3Db

2
( 4)

其中 y = 3ab, gcd (x, y ) = 1。

情形#:

x + 2 = 9Da
2
, x

2
- 2x + 4 = 3b

2
( 5)

其中 y = 3ab, 且 gcd( x, y ) = 1。

以下分别讨论情形∀和情形#。

情形∀ : 由 ( 4 )式可得

3 ( 3a
2
- 1 )

2
+ 1 = Db

2
( 6)

于是由 ( 6 )式知

DX
2
- 3Y

2
= 1, X, Y ! N ( 7)

有解 (X, Y ) = ( b, 3a
2
- 1)。

当 D = 3 ( 8k + 3 ) ( 8k + 4 ) + 1时, ( 2, 16k + 7)是

方程 ( 7 )的最小正整数解。否则, 令 ( 1, y )是方程 ( 7)

的最小正整数解, 则有 y
2
=

D - 1

3
= ( 8k + 3) ( 8k+ 4),

因为 gcd( 8k + 3, 8k+ 4 ) = 1, 所以存在 y1, y2 > 0, 使得

8k + 3 = y
2

1, 8k + 4 = y
2

2, 从而 y
2

2 - y
2

1 = 1, 这是不可能



的, 故 ( 1, y )不是方程 ( 7 )的最小正整数解。因此 ( 2,

16k + 7)是方程 ( 7)的最小正整数解。根据文献 [ 6 ]中

的结果, 从 ( 7 )式可得

b D + (3a
2
- 1) 3 = (2 D + ( 16k + 7) 3)

t
( 8)

其中 t ! 2。

由 ( 8 )式知 b  0(m od2 ), 再由 ( 6 ) 式知 a  

0 (m od2),这与 gcd (x, y ) = 1矛盾。故 ( 6)式无正整数

解。当D = 3( 8k+ 4 ) ( 8k + 5 ) + 1时, 类似可证 ( 6)式无

正整数解。

情形#:由 ( 5 )式得

3 ( 3Da
2
- 1)

2
+ 1 = b

2
( 9)

因为 b是奇数, 则 b
2  1(mod8),故从 ( 9 )式可得 3Da

2

- 1  0(mod4),而 D  1(m od8 ),即 D  1(mod4),于

是 0  3Da
2
- 1  2(m od4 )矛盾, 故 ( 9)式无正整数

解。

综合以上两种情形, 定理 1得证。

定理 2的证明

设 (x, y )是方程 ( 3 )的解, 由 ( 3 )知 x与 y均为奇

数。因 gcd (x - 2, x
2
+ 2x + 4) = 3,故方程 ( 3)可分解为

以下两种情形:

情形∀ :

x - 2 = 9Da
2
, x

2
+ 2x + 4 = 3b

2
( 10)

其中 y = 3ab, gcd( x, y ) = 1。

情形#:

x - 2 = 9a
2
, x

2
+ 2x + 4 = 3D b

2
( 11)

其中 y = 3ab, gcd( x, y ) = 1。

以下分别讨论情形∀和情形#

情形∀ : ( 10)式可整理为

3 ( 3Da
2
+ 1)

2
+ 1 = b

2
( 12)

因为 b
2  1(m od8 ), 由 ( 12)得

( 3Da
2
+ 1)

2  0 (mod8),而 D  3 (m od8 ),

即 0  ( 3Da
2
+ 1 )

2  4 (m od8), 这不可能。

于是 ( 10)无正整数解。

情形#: ( 11)式可整理为

3 ( 3a
2
+ 1 )

2
+ 1 = Db

2
( 13)

于是由 ( 13)式知

DX
2
- 3Y

2
= 1 ( 14)

有解 (X, Y ) = ( b, 3a
2
+ 1)。

当 D = 3 ( 8k + 1 ) ( 8k + 2 ) + 1时, ( 2, 16k + 3 )是

方程 ( 14 )的最小正整数解,根据文献 [ 6 ] , 由 ( 14 )式

可得

� b D + ( 3a
2
+ 1) 3 = ( 2 D + ( 16k + 3 ) 3)

t
( 15)

其中 t ! 2。于是由 ( 15)式知 b  0 (m od2 ), 再由 ( 13)式

知 a  0(m od2 )这与 gcd (x, y ) = 1矛盾。

当 D = 3 ( 8k + 6 ) ( 8k + 7) + 1时, 类似可证 ( 13)式

无解。

综上 2种情形的结果, 定理 2得证。
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On the D iophantine Equation x
3 � 8 = 3Dy

2

HAN Yun�na, ZHAO Chun�hua
(Department o fM athem at ics, NorthwestUnivers ity, X i�an 710127, China)

Abstract: It is proved that ifD is an odd prmi ew ithD  5 (m od8), the equation x
3
+ 8 = 3Dy

2
has no pos itive integer

so lutions. And ifD is an odd prmi e w ithD  7(m od8 ), the equat ion x
3
- 8 = 3Dy

2
has no posit ive integer solut ions.
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