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非负矩阵的 H adamard积谱半径上界的估计

刘 新, 杨晓英

(云南大学数学与统计学院, 昆明 650091 )

� � 摘 � 要:非负矩阵是一类特殊矩阵,广泛地应用于数值计算、图论、线性规划、计算机科学、自动控

制等领域。两个非负矩阵的 H adam ard积的谱半径问题是非负矩阵理论中一个重要问题。关于两个

非负矩阵的 H adam ard积 A � B , 我们给出 A � B谱半径的新上界,这一上界改进了文献 [ 1 ]、文献 [ 2 ]

和文献 [ 3]中的结果。
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引 言

N表示集合 { 1, 2, �, n}。R
m  n
表示 m  n阶实矩

阵。C
m  n
表示m  n阶复矩阵。 �(P )表示 n  n阶矩阵

P的谱半径。

设 A = ( aij ) ! R
n n

, 如果 aij ∀ 0, i, j = 1, 2, �, n,

即矩阵 A的所有元素是非负的, 则称 A 是非负矩阵,记

作 A ∀ 0。如果 A > 0, 则称 A是正矩阵。

设 A = (a ij ) ! R
n  n

, 若 A满足 ai i
∀ #

j∃ i

aij
( i!

N ), 则称 A为行对角占优, 类似地, 可以定义列对角占

优。若上述不等式为严格不等号,即 aii
> #

j∃ i

aij
( i

! N ), 则称 A为严格行对角占优,类似可以定义严格列

对角占优。

设 A = ( aij ) ! C
m  n

, B = ( b ij ) ! C
m  n

, 用 A � B表

示 A和 B的对应元素相乘而成的m  n阶矩阵,即

A � B =

a11b11 � a1n b1n

�  �

am 1bm1 � am n bm n

A � B称为 A和 B的 H adam ard积。

如果 A和 B都是非负矩阵,则 A � B也是非负矩阵

[ 4 ]。

在文献 [ 5]中首先给出 A � B的谱半径上界的估计

式: �(A � B ) % �(A ) �(B )。

2008年, Huang Rong在文献 [ 1 ]给出下面的上界估

计式:

�(A � B ) % ( 1 + �( J&A ) �(J&B ) ) m ax
1% i% n

ai i bi i

2007年, FangM aozhong在文献 [ 2 ]给出了如下结

果:

�(A � B ) % m ax
1% i% n

{ 2a ii bi i + �(A ) �(B )

� � � � - a ii�(B ) - bi i�(A ) }。

2009年, L iu Q ingp ing等在文献 [ 3 ]中得出下面的

结论:

�(A � B ) % max
i∃ j

1

2
{ aii bi i + aj j bj j + [ (a ii bi i - ajj bj j )

2

+ 4(�(A ) - aii ) (�(B ) - bi i ) (�(A ) - ajj ) (�(B) - bjj ) ]
1

2

}

上述估计式都与矩阵的谱半径有关系, 难于计算。

本文将给出 A � B的谱半径新的上界估计式, 新上界仅

与矩阵的元素有关,并且改进了文献 [ 1 ] , 文献 [ 2 ]和

文献 [ 3 ]中的相应的结果。

首先,我们给出一些记号,它们会在后面的讨论中

用到。记:

cil =
ai l

al l
- #

k∃ l, i
akl

, l ∃ i;

ci = m ax
l∃ i

{ ci l }, i ! N ;

sj i = aj i
hj, h j =

cj, cj ∃ 0

1, cj = 0
,



si = m ax
j∃ i

{ sj i }, i, j ! N。

引理 1�1[ 6] 设 A = ( aij )n  n 是任意复矩阵, x1,

x2, �, xn是正实数。则 A的所有特征值都位于下列区

域之中

∋ z ! C: z - ai i
% x i #

j∃ i

1

x j

aji
, i ! N 。

引理 1�2[ 7] 设 A = ( ai j ) ! R
n n
是非负矩阵,则

A是不可约矩阵,或者存在置换矩阵 P, 使得

P
T
AP =

A11 A12 � A1k

A22 � A2k

� �

Akk

( 2�1)

其中 A ii ( i = 1, 2, �, k )是不可约的。

引理 1�3[ 7] 式子 ( 2�1)称为不可约一般形式。注意

 (A ) = ∋
k

i= 1
 (A ii ) , �(A ) = m ax{�(A ii ), i = 1, 2, �, k}。

1 主要结果

定理 2 设 A = ( ai j ) ! R
n n
是列对角占优非负矩

阵, B = ( b ij ) ! R
n  n
是非负矩阵。则

�(A � B ) % m ax
1% i% n

ai i bii + si #
j∃ i

bj i

hj

证明 令 C = A � B。

若 C是不可约矩阵,则 A, B也是不可约的。那么

sj i > 0, si = m ax
j∃ i

{ sj i } > 0, i, j ! N。

设 != �(C ), 由引理 1�1知,存在 i0 ( 1 % i0 % n),

使得

!- a i0 i0 b i0 i0
% si 0#

j∃ i 0

1

sj

aj i0 bji0

! % ai0 i0 bi0 i 0 + si0#
j∃ i0

1

sj

aji0 bji 0

% ai0 i0
bi0 i 0

+ si0#
j∃ i0

1

aj i0 hj

aji0
bji 0

= ai0 i0 bi0 i 0 + si0#
j∃ i0

bji0

hj

% m ax
1% i% n

ai i bii + si #
j∃ i

bj i

hj

若 C是可约矩阵。不失一般性,我们假设 C是具有

不可约对角块 C i i = A ii � B ii ( i = 1, 2, �, k )的块上三角

矩阵。由引理 1�3知, �(A � B ) = m ax
1% i % k

�(A i i � B ii )。结论

仍成立。

下面我们通过例子验证上面的结果。

2 例 子

例:设

A =

4 1 1 1

2 5 1 1

0 2 4 1

1 1 1 4

, B =

1 1 0 0

1 3 2 0

0 1 4 3

0 0 1 5

如果应用文献 [ 5 ]中的结果,得

�(A � B ) % �(A )�(B ) = 50�1274。

由文献 [ 1 ]中定理 6,可得

�(A � B ) % ( 1 + �( J&A ) �(J&B ) ) m ax
1% i% n

ai i bi i

= 39�7468。

由文献 [ 2 ]中定理 4,得

�(A � B ) % m ax
1% i% n

{ 2a ii bi i + �(A ) �(B ) - ai i�(B )

- bii�(A ) } = 25�5364。

由文献 [ 3 ]中定理 4,得

�(A � B ) % 24�3892。

如果应用定理 2,们可以得到

�(A � B ) % m ax
1% i% n

ai i bii + si #
j∃ i

bj i

hj

= 23。

而 �(A � B )的真值为:

�(A � B ) = 20�7439。

注:通过例子,较定理 2的结果与其他相应的结果,

以发现定理 2提高了 �(A � B )的上界。
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相交, 故知 ∀- 1

F [ V
#
n, ∃ ] 至多与一个 ∀- 1

F [TF ( ∀F [M ∃ ] ]

相交, 从而 D
F
( ∀- 1

F
[ V#

n, ∃
] 至多与一个 ∀- 1

F
[T

F
(

∀F [M ∃ ] ] 相交。

另一方 面, ∀- 1

F [TF ( ∀F [M ∃] ] ! ∀- 1

F [TF ] !

∀- 1

F [UF% ] 至多与一个M ∃相交,故知 DF ( ∀- 1

F [V
#
n, ∃ ]至多

与一个M ∃相交。根据引理 3知, x是  -集体正规的。

( ∀ )设 X = ) #! #
X#是  -集体正规空间, #F

! [ & ]
< ∋

, # # ! & �F, 取 x# ! X#, 则由引理 1, x的闭子

空间 Y& �F = ) #! #
X #  { {X # }: #! &�F }是  -集体正

规的。从而, ) #! #
X#是  - 集体正规的。

定理 2 如果 X = ) i! ∋
X i是可数仿紧的,则下列

三条等价:

( 1 ) X是  �集体正规的;

( 2) #F ! [ ∋]
< ∋

, X = ) i! F
X i是  �集体正规的;

( 3 ) # n ! ∋, ) i% n
X i是  �集体正规的。

证明: ( 1 )和 ( 2)的等价性是上一定理的直接推论;

( 2 ) ∀ ( 3)是显然的,现在只需证明 ( 3 ) ∀ ( 2)。

事实上, #F ! [ & ]
< ∋
,因为 F ∃ ( ,故可记 m=

m axF。由 ( 3 ), ) i% m
X i是  �集体正规的。# i % m, 如

果 i ∃ F, 则取一个 x i ! X i, 则 ) i! F
X i  ) { {x i }: i

! { 0, 1, �, m } - F }是闭于 ) i% m
X i的并且与 ) i! F

X i

同胚。故 ) i! F
X i是  �集体正规的。

参 考 文 献:

[ 1] Chiba K. Norma lity o f Inverse Lmi its [ J] . M ath, Ja�
pon ica, 1990, ( 35) 5: 959.

[ 2] 戴保华 . 关于  �积的性质 [ J] . 四川大学学报,

1994( 2) : 163.

[ 3] 熊朝晖 .  �集体正规空间的逆极限 [ J] . 首都师

范大学学报: 自然科学版. 1999, 20( 4) : 8.

[ 4] Rudin M E. K�Dowker spaces[ J] . London, MATH.
SOC. Lecture notes ser, 1985, ( 93): 175.

[ 5] 刘应明 .  �集体正规与集体正规 [ J ]. 四川大学

学报, 1978, ( 1) : 11.

Infin ite P rdouct Properity o f � co llectionw ise NormalSpaces

JI Guang�yue

( Dept. of Industry and Comm erce, Zhaoqing Co llege o f Industry and Comm erce, Zhaoqing 526020, Ch ina)

Abstrac:t The fo llow ing are proved: ( 1) L etX = ) #! #
X# be ! � superparacompact, then X is  �co llectionw ise

norm al spaces if only everyF ! #
< ∋
, thenX = ) #! #

X# is �co llectionw ise norm al spaces. ( 2) LetX = ) i! ∋
X i be

countable paracompact , then the follow ing are equ ivalent: X is  � collectionw ise norm a;l for everyF ! [ ∋]
< ∋

, X =

) i! F
X i is  �collectionw ise normal; for every n ! ∋, ) i% n

X i is  � collectionw ise norma.l

Key words:  � collective norm a;l !�paracompact; !�over paracompact; countably paracom pact
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New Upper Bound on the Spectra lRadius of the Hadamard Product

o fNonnegative Matrices

LIU X in, YANG X iao�y ing

( School ofM athem atics and Stat ist ics, Yunnan Un ivers ity, Kunm ing 650091, Ch ina)

Abstrac:t Nonnegat ivem atrix is a type o f specialm atrix, which has been w idely used in num erica,l graph, linear pro�

gramm ing, computer science and autom ation and so on. T he spectral radius problem o f theH adam ard product of two nonneg�

at ivem atrices is an mi portant problem in the theory of nonnegat ivem atrix. For theH adam ard productA �B o fnonnegativem a�

tricesA andB, w e g ive new upper bound for the spectral radius ofA � B . T he new bound mi proves the results of [ 1] , [ 2]

and [ 3] .

Key words: nonnegat ivematrix; H adam ard product; spectral radius; upper bound; diagonally dom inant
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