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� � 摘 � 要:文章证明了光滑函数芽的无穷小形变的存在性, 进而得到通用形变的存在性,并得到了

求通用形变的方法。
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1 基本概念与记号

光滑函数芽是奇点理论研究的数学对象,奇点理论

在分歧理论和突变理论中有都有着重要的应用.光滑函

数芽的性质在奇点理论中起着重要作用,光滑函数芽的

通用形变和无穷小形变的性质是奇点理论的重要内容

之一,为后面研究开折理论打下基础,文献 [ 1�2]介绍了
它们的一些概念,本文证明了光滑函数芽的无穷小形变

的存在性,进而得到通用形变的存在性, 也给出了求通

用形变的方法。

文中未解释的概念参考文献 [ 1�2]。

定义 1
[ 1]
设 f: (R

m
, 0 ) � (R, 0) 是光滑函数芽, x

= 0 � R
m
是 f的临界点,如果 F: (R

m �R l
, 0) � (R, 0)

满足条件 F (x, 0 ) = f ( x ), 则称 f是一个以 R
l
为基的形

变。

注 1: f的形变一定存在,例如 F (x ) = f (x ) + �

是 f的一个形变,且知 f的形变不唯一。

定义 2
[ 2]
设 F: (R

m �Rk
, 0) � (R, 0)及 F: (R

m �

R
l
, 0) � (R, 0 )是 f: (R

m
, 0) � R的两个形变,若存在光

滑映射 �: R l � R
k
满足 G (x, �) = F ( x, � ( �) ), �� R

l
,

� ( �) � R
k
则称 G是 F的导出形变,即 G是从 F诱导出

来的.

定义 3 设 F 1, F 2: (R
m �R k

, 0 ) � (R, 0)是光滑函

数芽 f: (R
m
, 0) � (R, 0 )两个形变,若存在 g � G

0
, 其

中 G
0
= {g g: (R

m � R l
, 0) � (R

m
, 0), g (x, 0) = x },

满足 F 1 ( x, a) = F 2 ( x, a), 则称 F 1和 F 2是等价的。

定义 4 设 F: (R
m � R k

, 0) � (R, 0 )是 f: (R
m
, 0)

� R的一个形变,若 f的任何一个形变 G都与 F的某个

导出形变等价,则称 F ( x, �)是 f的通用形变。

注 2: 由以上定义知,若 F是 f的通用形变, G是 f

的另一个形变,由 F的通用性,必定存在恒等映射形变

H: (R
m
, 0) � (R

m
, 0 )及映射 �: Rk � R

l
满足 G ( x, �) �

F (H (x, �), � (�) )。

定义 5 设 F: (R
m � R k

, 0) � (R, 0 )是 f: (R
m
, 0)

� R的一个形变, 若在 0点的函数芽环 C
�
( 0 )中的任

何一个函数 �(x )都可以表示为 �(x ) = �
m

i= 1

hi (x )
�f
�x i

+

�
k

j = 1

�j
�F
��j

, 其中 h i (x )是 x的光滑函数芽, �j是数,则称

F是 f的无穷小形变。

2 主要结果及证明

定理 1 设 f: (R
m
, 0) � R是光滑函数芽,则 f的无

穷小形变一定存在。

证明 令 F ( x, �) = f (x ) + �
k

j= 1

�jg j ( x ), � = ( �1,

�2, �, �k ) � R
k
, 其中 gi (x )是空间 C

�
( 0 ) /J (f )的基

元素的代表,即 [ gi (x ) ] 是基元素。

以下证明 F (x, �)是 f的无穷小形变:

由于
�F
��j

= g j ( x ), 设 �( x ) � C� ( 0), 则 [ �(x ) ]



� C
�
( 0) /J ( f ), 设 dim[ �( x ) ] � C

�
( 0) /J (f ) = k, 且

设 [ g1 ( x ), g2 ( x ), �, gk ( x ) ] 是空间 C
�
( 0) /J (f ) 的

基,于是 [ �(x ) ] = �
k

j = 1

�j [ gj (x ) ] , 则

[ �(x ) ] = �
k

j = 1

�j gj (x ) + �( x ), �(x ) � J (f ),

于是存在 hi (x ) � C
�
( 0 ), 使得

�(x ) = �
m

i= 1

hi (x )
�f
�x i

, 故

�(x ) = �
k

j = 1

�jgj (x ) + �
m

i= 1

hi ( x )
�f
�x i

= �
k

j = 1

�j
�F
��j

+ �
m

i= 1

h i ( x )
�f
�x i

所以由定义可知 F ( x, �)是 f的无穷小形变。

由于光滑函数芽的无穷小形变是它的通用形变,进

而得到光滑函数芽的通用形变一定存在。

例 1 设 f (x ) = x
n
, 求的通用形变。

解: 由于 f (x ) = x
n
, 则

�f
�x = nx

n- 1
, J (f ) = (

�f
�x ) = (nx

n- 1
) = (x

n- 1
),

�(x ) � J ( f ) � �(x ) = � (x ) xn- 1,

其中 � (x ) � C
�
( 0)

于是

� �(x )的泰勒级数中次数最低的是 kx
n- 1
的形式,

即 �(x ) = �
�

j= n- 1

aix
i
, 若 [ g (x ) ] � C

�
( 0) /J (f ),

则

p ( x ) � [ g (x ) ]

� p ( x ) ~ g (x ) � p (x ) - g (x ) � J ( f )

� p ( x ) - g (x ) = �
�

i= n- 1

aix
i � p (x )与 g (x )的级数前

n - 1项完全相同,若

g (x ) = a0 + a1x + a2x + � + an- 1x
n- 1

+ anx
n
+ �,

可以作对应

[ g (x ) ] � ( a0, a1, a2, �, an- 2 ) � R
n- 1
, 所以

C
�
( 0) /J (f )的维数等于 n - 1, 即

C
�
( 0) /J (f ) � R

n- 1
, 于是可取

[ 1 ], [ x ], [ x
2
], �, [ x

n- 2
] 为 C

�
( 0 ) /J ( f ) 的一组

基底,故

F (x, �) = f ( x ) + �
n- 2

j= 0

�jgj (x ) = x
n
+ �

n- 2

j = 0

�jx
j

= x
n
+ �0 + �1x + � + �n- 2x

n- 2

是 x
n
通用形变。
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Abstrac:t The ex istence of the infin itesmi ally versal deform at ion o f a sm ooth funct ion germ is proved in the paper. The

existence of the versal deform ation of a smooth funct ion germ is given. The method of calculating versal deformation is ob�

ta ined.
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