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不动点定理在微分方程中的进一步研究
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� � 摘 � 要:文章主要是利用 Schauder不动点定理来证明了 Peano解的存在性定理,并且利用 Schaud�
er定理进一步来研究不动点在微分方程中具体应用。
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引 言

不动点定理是泛函分析理论的重要组成部分,我们

可以看到多种不同形式的不动点定理,不动点定理在自

然科学中有着广泛的应用。在文献 [ 1 ]中利用 P icard

的逐次迭代法来证明微分方程初值问题解的存在和唯

一性定理;在文 [ 2 ]中利用 Schauder不动点定理和不等

式证明了积分方程解的存在和唯一性;在文 [ 3]中作者

用 Banach不动点定理来简化了 P icard定理的证明,并

且利用 Leray- Schauder不动点定理以此说明了不动点

定理在微分方程中的应用。在文 [ 7]中作者用分析方

法讨论两类不动点定理即 Banach压缩映像原理和

Schauder不动点定理分别在 P icard解的存在唯一性定

理和 Peano解的存在性定理证明过程中的应用。本文

主要是利用 Schauder定理进一步来研究不动点在微分

方程中具体应用。

1 预备知识

定义 1
[ 4]
称 T: (X, �) � (X, �)是一个压缩映射,

如果存在 0 < �< 1, 使得 �(Tx, Ty )  ��(x, y ), ( x,

y ! X )。

定理 1� 1[ 4] ( Banach不动点定理 ∀ 压缩映象原

理 )设 (X, �)是一个完备的距离空间, T是 (X, �)到自

身的一个压缩映射,则 T在 X上存在唯一的不动点。

定理 1� 2[ 4] ( Schauder不动点定理 )设  = S [ 0,

�] ; F:  � E是全连续映象, 如 ( 1 ) F (  ) !  或

( 1 ) F ( ∀ ) !  即 F在  都有不动点。

2 Schauder不动点定理的应用

本节我们主要利用 J Schauder在 1930年给出的一

个应用广泛的不动点定理 ∀ ∀ ∀ Schauder不动点定理来

证明 Peano解的存在性定理,它至今仍是研究非线性微

分方程解存在性的有力工具。考察常微分方程

dx ( t )

dt
= f ( t, x ( t) ) ( 1)

其中 f: G � R
n
, G ! R #R

n
若给定 (!, ∀) ! G, ( !! R,

∀! R
n
)则对于方程求一个函数 # ( t)满足

dx ( t)

dt
= f ( t, x ( t) )

x (!) = ∀

( 2)

的问题称为方程 ( 1 )的 Cauchy问题, 而 # ( t ) 称为

Cauchy问题 ( 2 )的一个解。

定理 2�1 ( P icard解的存在唯一性定理 )满足上述

条件在具有初始条件在微分方程 ( 1)在区间 [ t0 - ∃, t0

+ ∃] 上有唯一解,其中 ∃< m in a,
b

c
,
1

k
。

文献 [ 3 ]已证明结果。

定理 2�2 ( Peano解的存在性定理 ) 设函数 f (x,

t)在 R #R
n
中的闭区域 G: t- !  a, x - ∀  b上

连续,则 Cauchy初值问题 ( 1)至少在区间 I: t- !  h

上有解存在,这里 h = m in a,
b

m
,M = m ax

( t, x ) ! G
f ( t, x ) 。

证明 显然, ( 2)等价于积分方程 x ( t) = !+ ∃
t

!
f ( s,

x ( s) )ds的求解。



令 F: C [ !- h, !+ h ] � C [ ! - h, !+ h ] 表示如下:

F (x ) ( t) = !+ ∃
t

!
f ( s, x ( s) )d s

易证 F是连续映象,令  = { x x - ∀ < M h}, 当 x !

C [ !- h, !+ h ]

F ( x ) - ∀ = m ax
t- !  h ∃

t

!
f ( s, x ( s) ) ds

 m ax
t- !  h

M t- !  M h

又 F (x ) ( t1 ) - F (x ) ( t2 ) = ∃
t2

t1

f ( s, x ( s) ) ds

� � � �  M t2 - t1 < % t2 - t1 < &=
%

M

F ( c)是相对紧的,故 F是全连续映象,且 F (  ) !  ,

据一般的 Schauder定理, F在  有不动点,即 Cauchy问

题问题 ( 2 )有解。

3 应 用

考察非线性积分方程

x ( t) = ∃
1

0
e
- st
cos(∋x ( s) )d s ( 0  t  1, ∋> 0)这是

一个特殊的 H ammerstein积分方程, 现来证明它有连续

解。

证明 定 义 映 象 f: C [ 0, 1 ] � C [ 0, 1] 如下:

F (x ) ( t) = ∃
1

0
e
- st
cos( ∋x ( s) ) ds

因任取 %> 0, 存在 &> 0, 当 x1 - x2 < &时,

有 cos(∋x1 ( s) ) - cos(∋x2 ( s) ) < %

故 F (x1 ) - F ( x2 ) =

m ax
t ! [ 0, 1] ∃

1

0
e
- st

[ cos(∋x1 ( s) ) - cos(∋x2 ( s) ) ] ds

 m ax
t! [0, 1] ∃

1

0
e
- st

cos( ∋x1 ( s) ) - cos( ∋x2 ( s) ) ds

< m ax
t! [0, 1]

%∃
1

0
e
- st

ds < %

所以 F是连续的。再者,当 x ! C [ 0, 1] , 有

F ( x ) = m ax
t! [ 0, 1] ∃

1

0
e
- st

[ cos(∋x1 ( s) ) ] ds  1。

且

F (x ) ( t1 ) - F (x ) ( t2 ) = ∃
1

0
( e

- st1 - e
- st2 ) cos(∋x ( s) )ds

 ∃
1

0
e
- st1

- e
- st2 d s  

1

2
t1 - t2 < %

( x ! C [ 0, 1 ], t1 - t2 < &= 2%)

由 Arzela- Asco li定理, F是全连续映象。如令  

= { x x < 1 }则显然有 F (  ) !  。

由 Schauder不动点定理, F在  有不动点,即积分

方程存在连续解。

例 [ 5 ]:设 g: [ 0, b] #R #R � R是连续,有界的,则

两点边值问题

d
2
u

dt
2 = g( t, u( t), u%( t) )

u( 0) = u( b) = 0

( 0  t  b )有解。

证明 令 C%[ 0, b] = {x x%( t)在 [ 0, b ]连续 } 在

C %[ 0, b ] 上定义 x = m ax
t! [0, b ]

{x ( t), x%( t ) }则 C%[ 0, b]

是 Banach空间。

设 g ( t, u ( t ), u%( t) )  M,

定义 F: C%[ 0, b] � C
( 1)

[ 0, b ]如下 ( 0  s, t  b)

F (u) ( t) = ∃
t

0 ∃
s

0
g (v, u(v ), u%( v ) )dv ds+ f ( u) t (* )

这里 f: C %[ 0, b] � R

f ( u) = -
1

b ∃
b

0 ∃
s

0
g( v, u( v ), u%(v ) ) dv ds

显然 f是连续泛函,且 f ( u)  
1

b
M b

2
= M b。现来证

明 F是全连续映象,由于 f是连续的,易证 F是连续的,

再者,任取 u ! C
(1)

[ 0, b]

则

m ax
t! [ 0, b ]

F (u ) ( t )  m ax
t ! [ 0, b ] ∃

t

0 ∃
s

0
M dv d s+ f ( u) b

 M b
2
+ M b

2
= 2M b

2

m ax
t! [ 0, b ]

F %( u) ( t) =

m ax
t! [ 0, b ] ∃

t

0
g( v, u( v ), u%( v ) ) dv + f (u )

 M b + M b = 2M b。

令 �= m ax{ 2M b
2
, 2M b}, 即 F ( u)  �,

还有

F ( u) ( t1 ) - F ( u) ( t2 )  ∃
t1

t 2 ∃
s

0
Mdv d s +

� � � � M b t1 - t2  2M b t1 - t2 < %

F %(u ) ( t1 ) - F %( u) ( t2 )  M t1 - t2 &%

当 t1 - t2 < &= m in
%
2M b

,
%

M
, 即 F (C

( 1)
)是相对紧

集,故 F是全连续映象。

如令  = { u u< �}, 显然有 F (  ) !  , 故存在

u, 使 u = F ( u)。

由 (* ),显然有 u( 0) = u( b) = 0, 求两次导就得

到
d
2
u

dt
2 = f ( t, u( t), u%( t ) )即两点边值问题有解。

4 结 论

不动点定理除了在微分方程和积分方程中的应用

外,在代数方程解的存在和唯一性定理证明中也起着重

要的作用。容易看出,利用不动点原理证明微分方程解

的存在性问题是个非常简便、巧妙的方法。
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命题 3�1 若 (∋ #且 G ( r) ∋ #, 则 (= (
)
*

! (
0
[ )* ,

)* ] 。

证明 若 ( ∋ #且 G ( r) ∋ #, 则 ( ! (( + )
。此时若

任意 ) = (x%k )k ! I ! (, 则 ) ) )* 。否则若 ) < )* ,

则存在 x%i < x i*
。当 i ! G ( a) ( G ( b)时, x%i < r, 即

∗
i ! I

( ai�x%i ) = x%i < ( ai �x i* ) = r, 矛盾。当 i ! G1 ( a) (

G 1 ( b)时, x%i < d i, 不妨设 ai < bi, 则 ∗
i! I

( bi�x%i ) = x%i

< ( b i�x i* ) = r, 矛盾。所以有 ) ) )* 。又因为 r =

A@ )* = B@ )*  A@ ) = B@ )  A@ )* = B@ )*

= r, 所以 ) ! (
)
*

! (
0
[ ) * , )* ], 由 ) 的任意性知 ( #

(
)
* ! (

0
[ )* , )* ] 。

另一方面有上面的证明知,任意的 ) ! (
)
* ! (

0
[ )* ,

)* ] , 有 ) ! (。所以 ( = (
)
* ! (

0
[ )* , )* ] 。

参 考 文 献:

[ 1 ] D iNolaA, Sessa S, PedryczW, et a.l Fuzzy Relat ion

Equations and The ir Applications to Know ledge En�
g ineering [ M ] . Boston/London: K luw er A cadem ic

Pub lishers, Dordrecht, 1989.

[ 2] 熊清泉. [ 0, 1]格上无限 Fuzzy关系方程 A ∗) = b的

解集 [ J].四川师范大学学报:自然科学版, 2002, 16:

218�221.
[ 3] 余布雷, 王学平. [ 0, 1]格上无限双线性方程的一

些性质及其解集 [ J]. 四川师范大学学报:自然科

学版, 2005, 28( 2) : 154�157.
[ 4] Craw ley P, D ilworth R P. A lgebriac Theory of Lattices

[M ] . P rent ice�H al,l Englewood C liffs: N J, 1973.
[ 5] Zhao Cuiku.i Onmatrix equations in a class of com�

plete and com pletely distributive lattices [ J ]. Fuzzy

Sets and System s, 1987, 22: 303�320.
[ 6] L iYum e,iW angXueping. The solution sets of@ �fuzz�

y relational equat ion in finite dom ains and on a com�
plete Brouw erian lattice[ J]. India J. pure app.l M ath,

2003, 34: 1249�1257.
[ 7] 张 琳,王学平. 模糊关系 R的 +分解 [ J]. 四川师

范大学学报:自然科学版, 2007, 30( 2) : 151�153.
[ 8] 叶 俊,张先君.模糊决策在工程投标中的应用 [ J] .

四川理工学院学报: 自然科学版, 2008, 21( 4): 11�
12.

In fin ite@ � fuzzy B ilinear Equations on [ 0 , 1]

ZHANG L in

( S ichuan M odern VocationalCollege, Chengdu 610213, China)

Abstrac:t In this paper, we deal w ith the infin ite @ �fuzzy bilinear equation A@ X = B@X = r or ∗
i ! I

( ai�x i ) =

∗
i ! I

( b i�x i ) = r where I = { 1, 2+, n+ } on [ 0, 1] lattice. Som e properties o f@ �fuzzy bilinear equation are g iven, then the

necessary and sufficient condit ions that the solut ion sets are nonempty are scored. A t last, whenX ∋ # andG ( r ) ∋ #, the

so lution sets are obtained.

Key words: in f in ite; bilinear equations; the so lution sets
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Abstrac:t This paper m ainly smi plify proved the ex istence of so lutions of Peano theorem by the Schauder F ixed Po int

theorem and some applications of Schauder F ixed Point in different equations are demonstrated.
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