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H ilbert空间中伪单调变分不等式的严格可行性
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� � 摘 � 要:文章在映射为全连续场和伪单调的情况下,运用拓扑度的同伦不变性,切除性等性质,证

明了在 H ilbret空间中变分不等式解的非空有界性等价于严格可行性, 将已有的结果从有限维欧式空

间推广到了无穷维的 H ilbret空间中。
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� � 本文中,除有特别说明外, 我们假设 H是一个 H il�
bert空间, K是 H的一个非空闭凸子集, F是K |�H的连

续映射。我们考虑下面的变分不等式问题 ( V IP ( K,

F) ) : 找到一个 x
* � K, 使得对任意的 y � K,

�F (x
*

), y - x
* � � 0

当 K是一个凸锥,补问题 ( CP (K, F) )为:找到一个 x �

K, 使得

F (x ) � K
+
, �F (x ), x� = 0

这里 K
+
是 K的对偶锥,对偶锥定义为:

K + = {x* � H: �x* , x�� 0, � x � K }

让 barr(K )表示 K的闸锥, 它的定义我们将在下个

部分给出来。假设 barr(K )的内部非空,变分不等式问

题 VIP( K, F )称为严格可行的,假如

F (K ) � in t( - barr (K ) ) � �
严格可行性在变分不等式算法的发展中起着极为

重要的作用,特别是在内点算法和延拓方法中, 见参考

文献 [ 1�3]。从理论的角度讲,假如 F满足某种单调性,

那么变分不等式问题的严格可行性就隐含着变分不等

式问题解的非空有界性,见参考文献 [ 4�6]。近年来,有

一些研究者在考虑相反的问题:解的非空有界等价于变

分不等式解 V IP ( K, F )的严格可行性, 在不同的条件

下, 见参考文献 [ 7�9]。 [ 7 ]证明了在 x |� F (x ) + NK (x )

这个映射是极大单调的情况下,两者的等价性, NK (x )

是 K在 x点的法锥。在此情况下,当 H = R
n
和 K为框

时,假设 F是一个 P 0映射, [ 6]证明了等价性; 当 H =

R
n
和 K = R

n

+ 时,假设 F是一个 P* 映射, [ 8]证明了等

价性;当 H = R
n
和 K是一个 R

n
的闭凸锥时,假设 F是 K

上的伪单调映射, [ 10,定理 2�4�4]证明了等价性。 [ 11]证

明了等价性,在假设 F是集值映射,并且是 K上的稳定伪

单调映射, F在 K的直线段上的限制是上半连续时 (参见文

献 [ 12] )。 [ 11]的结果推广了 [ 9]的结果,在那空间是一个

自反 Banach空间。文献 [ 9, 11]和文献 [ 6, 8, 10]的等价性

结果不同之处在于:文献 [ 9, 11]中,映射 F是集值映射,甚

至当把映射限制到单值映射时, 连续性假设也比 [ 6, 8,

10]的假设条件更弱。其他一些关于等价性相关结果

(包括 [ 5, 13] ) ,在假设H = R
n
和 K = R

n

+ 时,证明了变

分不等式问题 VIP (K, F )的严格可行性。

本文在 H ilbert空间中,假设 F是伪单调映射和全

连续场,证明了变分不等式问题 VIP (K, F )的解的非空

有界性等价于 VIP (K, F )严格可行性。众所周知,在有

限维空间中,任何一个连续映射都是全连续场。因此本

文的结果就是把文献 [ 10]中的有限维欧式空间的结果

推广到了无穷维的 H ilbert空间中。

1 预备知识

设 H是一个 H ilbert空间, ��, � �为内积, K是 H

的一个非空闭凸子集, in t(K )表示 K的内部; cl(K )表

示 K的闭包; bd( K )表示 K的边界;

barr (K )�= {x
* � H: sup

x � K
�x* , x�< � }表示 K的闸

锥;

K � �= { d � H: � tn � 0+, � xn � K, tn xn � d }表示

K的回收锥,这里 � � �表示的是弱收敛;



cone(K )�= { tx: t � R+ , x � co (K ) } , co( K )表示 K

的凸包; K
-
: = {x

* � H: �x* , x�� 0, � x � K }表示 K

的负极锥;由 [ 14,命题 3�10]知,
[ barr(K ) ]

-
= K �

因为 K是闭凸的,对任意的 x � H, 投影

� k (x ): {x
-
� K: y - x

-
= inf y - x }

为非空,并且是单点的。

大家熟知的关于投影的变分原则 ( [ 15] )为

x = � K ( x )� �x - x, y - x�� 0, � y � K ( 1)

让 SOL(K, F)表示变分不等式问题 VIP (K, F )的解集,

R (x )�= x - � K ( x - F ( x ) )。 ( 1 )式的一个结果是

x � SOL (K, F ) � R (x ) = 0

映射 T: H � H 被称为紧的,如果 T是连续的,并且对任

何 H的有界子集 A, T ( A )是 H的相对紧集,也即是, cl

(T ( A ) )是紧的。我们称 F: H |�H 是全连续场, 如果 F

具有形式 F (x ) = x - T (x ), 这里 T: H |�H是一个紧映

射。我们称 F是 K上的伪单调映射,如果 �x, y � K,

�F (x ), y - x� � 0� �F ( y ), y - x�� 0

以下的结果是熟知的:

引理 1�1 ( [ 9,命题 2�1] )。K是 H的一个非空

闭凸子集, barr(K )有非空内部。假设 C是 K的一个非

空闭凸子集,则 C � = { 0} � C有界。

引理 1�2 ( [ 9,命题 2�2] )。K是 H的一个非空

闭凸子集。

( 1 )如果 barr(K )有非空内部,则不存在 {xn } � K,

xn
� � ,

xn

xn

� 0。

( 2)如果再加上 K是一个锥,则不存在 {dn } � K,

d n
= 1, dn � 0。

下面的结果是文献 [ 9 ]的特殊情况:

命题 1�1 K是 H的一个非空闭凸子集。假设 F:

H |�H 在 K上是连续的,伪单调的。如果 in tbarr (K ) �

� ,则 SOL (K, F )非空有界 �K � � F (K )
-

= { 0}

2 主要结果

定理 2�1 K是 H的一个非空闭凸子集, F: H |�H

是全连续场, F (x ) = x - T ( x ), T: H |�H 是一个紧映

射。假设 F是 K上的伪单调映射, in tbarr(K ) � �。则

SOL (K, F )非空有界

� F (K ) � in t[ - barr (K ) ] � � ( 2)

证明 � � �。假设 SOL ( K, F )是非空有界的,由

命题 1�1,有
K � � F (K )

-
= { 0} ( 3)

取 K中任意的向量 �, 定义一个同伦:

h(x, t)�= x - � K ( t (x - F (x ) + ( 1- t )�),

(x, t) � H � [ 0, 1] ( 4)

令

C�= {x � H: h(x, t ) = 0, t � [ 0, 1 ] }

我们称 C是有界的。假如不是, 存在序列 { tk } � [ 0,

1 ], {xk } � H, 满足

lim
k� �

x
k = � , h (x

k
, tk ) = 0, � k ( 5)

由 ( 4 )和 ( 5 ),我们知道对充分大的 k, tk > 0。 (假如 tk

= 0, 则由 ( 4)和 ( 5), x
k

= �, 这和 lim
k� �

x
k = � 是矛盾

的。)由同伦映射 h的定义,有 x
k � K, � k;再由 ( 1) ,得

对 � y � K满足:

�tF (xk ) + ( 1- tk ) (x
k

- �), y - x
k� � 0

进而得出:

�F (x
k
), y - x

k� �-
1- tk

tk
�y - x

k
, x

k
- ��

固定 y � K。因为 l im
k� �

x
k = � , 对于充分大的 k,上面

表达式的右边是非负的。因此, F的伪单调性, 得到对

充分大的 k,

�F ( y ), y - x
k �� 0 ( 6)

让 d为序列
xk

xk

的弱收敛点。则 d � K � , 由引

理 1�2得, d � 0。 ( 6 )式的两边除以 x
k , 让 k � �

得 �F ( y ), d�� 0。因为 y � K是任意的, d � F (K )
-

。因此,我们证明了 0 � d � K � � F (K )
-
, 与 ( 3)式矛

盾。因此, C是有界的。

取 U 为包含 C � {�} 的有界开集。如果 x �

c l(U ), 满足 h(x, t ) = 0, 对某 t � [ 0, 1] , 则 x �
bd (U ), 因为 U是包含 C的开集,所以 0 � h ( bd (U ) �

[ 0, 1 ]。

因为 R ( x ) = h (x, 1), R
- 1

( 0 ) � C。由 U是包含 C

的开集, R
- 1

( 0) � bd (U ) = �。对任意 x � H, � K (x -

F ( x ) ) = � K (T ( x ) )。� K是 L ipschitz连续的, T ( x)是紧

的, 我们有映射 x |� � K ( x - F (x ) )是紧的,则 R (x ) = x

- � K ( x - F (x ) )是一个全连续场。由 Leray- Schauder

拓扑度的定义 (参见文献 [ 16, 17] )知, 拓扑度 deg(R,

U )是有定义的。由拓扑度的同伦不变性 ( [ 16, 定理

4�3�4] )知,
deg(R, U ) = deg( h(�, 1 ), U )

= deg( h(�, 0 ), U )

= deg( I - �, U ) = 1

这里 I表示恒等映射。又由拓扑度的切除性 ( [ 16,定理

4�3�9] ) , U可以替换成任何包含 R
- 1

( 0 ) � � 的有界

开集,也就是说,

deg(R, � ) = deg( h(�, 1 ), � )

= deg( h(�, 0 ), � )

= deg( I - �, � ) = 1

对任何 R
- 1

( 0) � � 的有界开集均成立。

取 q为 in t(- barr (K ) )中的任意一个向量。对任

意 �> 0, 定义
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R
�
(x )�= x - � K (x - F (x ) + �q)

由 � K 的非扩张性得,

R ( x ) - R
�
(x )

= � K (x - F (x ) + �q ) - � K (x - F (x )

� �q = � q

因此, 由 [ 16, 定理 4�3�7], 对充分小的 � > 0, 有

deg(R
�
, � ) = deg(R, � ) = 1, 这里 �是包含 R

- 1
( 0 ) �

� 的有界开集。所以,存在一个 x0 � �, 满足 R
�
(x0 )

= 0。由此知, x0 � K, 有

�F (x0 ) - �q, y - x0 �� 0, � y � K

由 barr(K )的定义,

F (x0 ) - �q � - barr(K )。

因为 q � in t(- barr(K ) ), 我们有

F (x0 ) � �q - barr(K )

� in t( - barr (K ) ) - barr (K )

� in t( - barr (K ) )

所以 ( 2 )式成立。

� � �。假如 ( 2)式成立,即:

F (K ) � in t[ - barr (k ) ) ] � �

则,

0 � in t(F (K ) + barr(K ) )

� in t( cone(F (K ) ) + barr(K ) )

从而有 cone(F (K ) ) + barr(K ) = H, 因而 [ cone(F (K ) ) ]
-�

[ barr(K ) ]
-

= { 0}, 再 由 F (K )
-

= [ cone(F (K ) ) ]
-
和

[ barr(K ) ]
-

= K � 我们有 F (K )
- �K � = {0}。

最后由命题 1�1, SOL (K, F )是非空有界的。证毕。

注 证明中的文献 [ 16]的相关定理可参考文献

[ 17]中相关结果。
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S trict Feasib ility of Pseudo�monotone Varia tiona l Inequality in H ilbertSpaces

LIU X iao�lan

( School of Science, S ichuan Un ivers ity of Science& Engineering, Z igong 643000, China)

Abstrac:t This paper proves that solut ion set o f variational inequality being nonempty and bounded is equ ivalent to the

strict feas ibility in H ibert spaces. W e prov ide that themapp ing is a compact field and pseudo�m onotone, and use the hom o�
topy invariance of the topo log ical degree and the excis ion property of the topolog icaldegree. T his genera lizes som e known re�
sults from finite dmi ens ional spaces to infinite dmi ens iona l spaces.

Key words: variat iona l inequality; degree theory; strictly feas ible; com pact field; pseudo�m onotonem apping
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