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� � 摘 � 要:文章介绍基于工程优化问题的广义变分不等式及其相关问题,以实例说明变分不等式集

中用于非线性规划、经济学、工程学、社会科学和自然科学中的建模、计算和许多平衡 (或称为均衡 )

问题,并给出了广义变分不等式的研究进展。

关键词:工程优化问题;数学建模;变分不等式;研究进展

中图分类号: O178; N945�12 文献标识码: A

引 言

美国当代数学家保罗 �哈尔莫斯 ( P. R. H almos)在

 数学的心脏 !一文中指出: ∀数学家存在的理由,就是解决

问题。因此,数学的真正组成部分是问题和解 #。事实

上,在解决大量产生于工程实践的优化问题过程中,都

急需要用数学语言来描述实际 ∃ ∃ ∃ 数学建模。

自 20世纪 60年代中期, 科特尔 ( Cott le), 丹茨格

(Dantizig),莱姆克 ( L emke) ,斯坦帕基亚 ( S tam pacch ia)

及其他许多数学工作者提出并研究变分不等式和线性、

非线性补问题以来,变分不等式和线性、非线性补问题

在数学规划中已扮演了非常重要的角色,它们集中用于

经济学、工程学、社会科学和自然科学中的建模、计算和

许多平衡 (或称为均衡 )问题的分析。

刚过去的 24- 29年证明,变分不等式和补问题方

面的研究工作已经取得了持续的进展。作为研究经济、

运输和对策论的平衡的统一框架 ∃ ∃ ∃ 一种能促进平衡

问题的高效率的算法框架,在上述问题中的应用使人们

的兴趣更加浓烈,从而激励了这种发展趋势
[ 1�29]
。

也正是这种激励,使我们在本文介绍基于工程优化

问题的变分不等式及其相关问题,以理解当今潮流般地

研究变分不等式的研究现状。

1 原始的变分不等式问题

变分不等式始于一些力学问题的研究,早在 1933

年西尼奥里尼 ( S ignorini)研究一个线性弹性体和刚性

体的无摩擦接触问题时,就导出了被称为 S ignorini问题

的变分不等式
[ 21]
。

例 1 (可微函数的极值问题 )设 f % C
1
( [ a, b] ,

R ),求 x0 % [ a, b] 使得

f (x0 ) = m in
a& x& b

f (x )

由维尔斯特拉斯 (W e ierstrass)定理知,这样的 x0存

在,且 ( i) 当 x0 % ( a, b)时,有 f∋(x0 ) = 0; ( ii)当 x0 =

a时,有 f (x0 ) ( 0; ( iii) 当 x0 = b时,有 f (x0 ) & 0,因

而 x0不论是那种情形,都有

f∋( x0 ) ( x - x0 ) ( 0,  x % [ a, b]

于是按 R中的内积即得变分不等式:

[ f∋( x0 ), x - x0 ] ( 0,  x % [ a, b] ( 1)

变分不等式的现代数学理论起源于经典的极值问

题, ( 1 )就是最简单的变分不等式,这一简单的不等式

可加以推广,从而能反映许多物理现象
[ 4]
,比如弹性梁

的障碍问题,不可压缩弹性体的单向接触问题, 土坝渗

流问题。

令 R
n
为 n维欧氏空间, T: R

n ) R
n
为非线性函数。

找 x0 % R
n

+ = { (x1, x2, ∗, xn ) xi ( 0, 1 & i & n }使得

+Tx0, x - x0, ( 0,  x % R
n

+ ( 2)

( 2 )被称为原始变分不等式。

令 K ! R
n
为非空闭凸集, T: R

n ) R
n
为非线性函

数。找 x0 % K使得

+Tx0, x - x0, ( 0,  x % K ( 3)



( 3 )被称为一般的变分不等式。特别地, 在 ( 3 )中, 取 n

= 1, K = [ a, b ], T = f ∋即可得例 1。

2 广义变分不等式模型

设 X ∀ R
n
是一非空闭凸集, u: R

n ) R − { + . }为

下半连续的真凸函数, F: dom u /X ) R
n
是 dom u/ X

上 的 向 量 值 连 续 函 数, 这 里 dom u ! {x %

R
n

u( x ) < + . }是 u的有效域。1999年, Patriksson
[ 5]

引入如下的广义变分不等式问题 GVIP (F, u, X ), 并研

究了非线性规划和 GVIP (F, u, X ) 之间的关系, 对一重

要的成本 ( Cost)逼近算法结构进行了收敛性分析:求

x
* % R

n
使得:

F (x
*

) + #u( x
*

) + NX (x
*

) % 0
n

其中 #u为 u的次微分算子, 即对任意的 y % R
n
, #u (x )

= { �u % R
n

u (y ) ( u(x ) + �Tu ( y - x ) }, N X为 X的法

向锥算子,即

NX (x ) =
{z % R

n
z
T
(y - x ) & 0,  y % X }, x % X,

�, x ∃ X。

广义变分包含 GVIP (F, u, X )及其各种特例在数学科学

和工程科学中有大量不同的应用,仅例举下面四个方面

略说明之 (见文献 [ 3, 6�8]及其他相关的参考文献 )。

2�1 非线性规划问题

定义 2�1 设 X是有限维欧氏空间 R
n
的非空子集,

F: R
n ) R

n
为非线性函数。下述问题称为变分不等式问

题 VI(X, F ) : 寻一向量 x
* % X, 使得

F (x
*

)
T
( y - x

*
) ( 0,  y % X。

命题 2�1 x
* % X 是 VI (X, F ) 的解当且仅当

F (x
*

)是在 x
*
处到 X的内向法线,即 - F (x

*
)属于法

锥面 N X ( x
*

), 这里

NX (x ) =
{z % X (y - x)

T
z & 0,  y % X }, x % X,

�, x ∃ X。

关于变分不等式问题,这里首先给出一个最简单的

例子:

例 2 求解一方程系

F (x ) = 0 ( 4)

其中 F: R
n ) R

n
为非线性函数。易知,如果 X = R

n
, 则

x
*
是 VI (X, F )的解当且仅当 x

*
满足方程 ( 4 )。事实

上,在 R
n
的所有的锐角向量中,只有 F (x

*
)才是零向

量。

下面,我们再给出一个可微优化的例子:

例 3
[ 9]
如果 F (x )是实值可微函数 f: R

n ) R的梯

度, X是凸的,则 VI(X, F )刚好是下述最优问题的最优

性一阶必要条件的重述:

m inim ize f ( x )

subject to x % X ( 5)

更特别地, x
*
是 VI(X, F )的解当且仅当在 x

*
有不可行

下降方向。而且, 如果 f (x ) 是伪凸函数 (即如果

% f (x )
T
( y - x ) ( 0& f (y ) ( f (x ),  x, y % X ), 则

VI(X, F )的任何解都是 ( 5)的全局最优解。

例 4 考虑如下二次规划问题:

m inim ize
1

2
u

T
au + c

T
u

subject to d & u & h ( 6)

其中

A =

2 2 1

2 2 1

1 1 2

c =

0�5
- 0�5
0�5

� d =

- 1

- 1

- 1

� h =

1

1

1

此问题有唯一最优解 u
*

= [- 1, 1, - 0�25] T
。由 Ka�

rush- Kuhn- Tucher条件易知,问题 ( 6)等价于下述线

性变分问题:

( u - u
*

)
T
(Au

*
+ c) ( 0,  u %  ,

其中  = { u % R
3

d & u & h}。

一般地,如果 F是连续可微的,则 F成为函数 f: R
n

) R的梯度函数的充要条件为 Jacob ian矩阵 % F (x )对

所有的 x % R
n
都是对称的。在这种情况下,实值函数 f:

R
n ) R被定义为

f (x ) = 0
1

0
F (x

0
+ t (x - x

0
) )

T
( x - x0 )dt

其中 x0是 R
n
中任意一固定向量。因此, % F (x )的对称

性是 VI (X, F )联络可微数学规划 ( 5 )的关键。实际上,

在缺少对称性假设下,一般的方程能否表示成作为可微

数学规划的任意变分不等式问题,仍还没有找到答案。

下文约定 R
n

+ 表示 R
n
的非负象限。

定义 2�2 设 F: R
n ) R

n
为非线性函数。定义非线

性补问题 NCP (F )为:寻 x
* % R + 使得

F (x
*

) % R+ , F ( x
*

)
T
x
*

= 0。

注 2�1 当 F (x )是 x的仿射函数时, 对某些给定

的向量 q % R
n
和矩阵M % R

n 1 n, 假定 F (x ) = q+ Mx,

则 NCP (F )问题就退化为线性补问题 LCP ( q,M )。

命题 2�2[ 10] 设 F: R
n ) R

n
为非线性函数。向量

x* % R+ 为

非线性补问题 NCP (F )的解, 当且仅当 x
*
是规划

问题

m inim izeF ( x )
T
x

subject toF (x )
T ( 0, x ( 0

的解,且 F ( x )
T
x
*

= 0。

定义 2�3 设 X为 Rn 的非空闭凸子集, G为 n 1 n

的对称正定矩阵, xG
= ( x

T
Gx )

1 /2
表示向量 x % R + 的 G

-范 数, 则下 列数 学规 划的 解 (必须 存在 且 唯

一 ) P rG, X y 称为点 x
* % R+ 在集合 X上关于 G -范数
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的投影:

m inim ize y - x

subject to x % X

命题 2�3[ 11] 设 X为 R
n
的非空闭凸子集, G为 n 1

n的对称正定矩阵,则 x
*
为 VI (X, F )的解当且仅当

x
*

= P rG, X ( x
*

- G
- 1

F (x
*

) )

即当且仅当 x
*
是按下述定义的函数H: R

n ) R
n
的不动

点:

H (x ) = P rG, X ( x
*

- G
- 1

F (x ) )

联系到非线性补问题 NCP (F ) (这里 X = R
n

+ ),上

述函数 H 的定义可简化为

H (x ) = m ax{ 0, x - F (x ) }。

此时, G为单位矩阵。一般而言,若函数H: R n ) R n, 则

x
*
为H的不动点等价于 x

*
为函数 ∋H (x ) = H (x ) - x的

零点。从而,变分不等式和非线性补问题都可表达为求

解非线性方程系统的经典问题。

定义 2�4 设 X为 R
n
中的一凸锥, F: R

n ) R
n
为非

线性函数,则广义非线性补问题 GCP (X, F )即是:寻 x
*

% X, 使得

F (x
*

) % X
*
, F (x

*
)
T
x
*

= 0

其 中 X
*
为 X 的 对 偶 锥, 即 X

*
= { y %

R
n

y
T
x ( 0,  x % X }。

命题 2�4[ 12] 设 X为 R
n
中的凸锥,则求解广义非线

性补问题 GCP (X, F )等价于求解 VI(X, F )。

命题 2�5[ 3] 设 g: R
n ) R

m
和 h: R

n ) R
p
都为连续

可微函数, X = {x % R
n
: g i ( x ) & 0, i = 1, 2, ∗, m;

hj ( x ) = 0, j = 1, 2, ∗p }。

( i) 如果 x
*
为 VI (X, F )的解,集合 X在 x

*
处的某

一确定约束限定条件成立, 则对于 !* % R
m
和 ∀* %

Rp, ( x* , !* , ∀* ) 为 GCP (Rn 1 R+ 1 Rp, H )的解,这里

H: R
n+m + p ) R

n+ m+ p
定义为

H

x

!

∀

=

F ( x ) + 2
m

i= 1

!i % gi ( x ) + 2
p

j = 1

∀j % hj (x )

- g (x )

h (x )

( ii)反之,若 g i ( i = 1, 2, ∗, m )是凸的, hj ( j = 1,

2, ∗, p )为放射函数, ( x
*

, !* , ∀* )为 GCP (R
n 1R + 1

R
p
, H )的解,则 x

*
也是 VI (X, F )的解。

众所周知,不确定性是 (工程 )决策分析中普遍存

在的现象,面临不确定性是对最优化和决策分析的一种

永恒的挑战。由模糊数学构成的不确定性促进了模糊

优化和决策分析的研究。在现实决策问题中包含模糊

概念和模糊环境的变分不等式在理论和实践中都变成

了一个十分重要的问题。

定义 2�5 下述问题称为 Fuzzy环境下的变分不等

式问题 VI(X, F, %
~

) : 寻 x % R
n
, 使得

x %
~

X,

+F (x ), z - x, (
~
0, z % X,

其中 X是 R
n
中的凸子集, F: R

n ) R
n
为一非线性函数,

%
~

表示 ∀近似地属于 #, +�, �,表示内积, +F ( x ), z- x,

(
~
0为模糊不等式, (

~
表示 ∀近似地大于等于 #。

定义 2�6 称下述问题为 Fuzzy环境下的广义补问

题 GCP (X, F, %
~

) : 寻 x % R
n
, 使得

x %
~

X,

+F (x ), x, ( 0,

F (x ) %
~

X
*

,

其中 X是 R
n
中的凸锥, -

~

表示 ∀近似地等于 #, X
*

= {y

% R
n
+y, z,( 0,  z % X }为 X的极 (对偶 )锥。

命题 2�6[ 13] 当 X是 R
n
中的凸锥时, Fuzzy环境下

的变分不等式问题 VI(X, F, %
~

)等价于 Fuzzy环境下的

广义补问题 GCP (X, F, %
~

)。

此外,除了 Fuzzy环境下的变分不等式和补问题,

还有函数 F和定义域 X的不确定性导致的模糊变分不

等式和补问题,我们将其统称为模糊变分不等式和补问

题。在隶属函数的作用下,模糊变分不等式问题可转化

为最优化问题
[ 13, 14, 22]

。

2�2博弈论、经济学和运输分析中的平衡问题
B lum和 Oettli

[ 15]
把下面的问题理解为一个平衡问

题 (EP ) :寻找 )x % X, 使得

f ( )x, y ) ( 0,  y % X,

其中 X为一给定的集合, f: X 1X ) ∗R = R − { 3 . }为

一给定的函数。最近, Cavazzuti等
[ 16]
介绍和研究了非合

作对策的 Nash均衡,变分平衡和动态平衡三者间的关

系,证明了实现函数的最优化将导致 Nash均衡,而奖励

函数的最优化将致使变分平衡。经济学 (还有区域科

学,运输理论, 博弈论等等 )的均衡理论的主要目标是

要获得均衡的存在性,讨论均衡的唯一条件,进行灵敏

性分析 (比较性的静态 ),以及发展均衡的有效计算算

法。每一个均衡问题的均衡条件都可形式化为变分不

等式,从而体现变分不等式在经济均衡的研究中的概念

和理论的相关性 (见文献 [ 6, 16�17]及其他相关的参考
文献 )。

考虑取值于非负象限 R
k

+ 的价格向量 p = (p1,

∗pk ), 诱导总值额外需求函数 z (p )的交换经济。为了

考虑在恰好价格为零时,总值额外需求可能变为无界,

假设 z (p )一般地定义在包含于 R
k

+ 的内点 R
k

+ + 的子锥 C

上的 (即 R
k

+ + ! C ! R
k

+ ) ,当 z (p )是在 C上 p处零度齐

次的,且满足 W alras4律时,就假设 p� z (p ) = 0。由齐

次性假设,可正规化价格,使之在下述单形上取值:

S
k

= p % R
k

+ 2
k

i= 1

p i = 1

限制总值需求函数 z (p )定义在具 C的 S
k
的交集 D上,

记 S+ ! D ! S
k
, 这里 S

k

+ 表示具 R
k

+ +的 S
k
之交集。假设
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函数 z (p ): D ) R
+
是连续的。特别地,由W alras4律,有

p� z (p ) = 0, p % D。

价格向量 p
* % D被称为 W alrasian均衡 (平衡 ), 如果

z( p
*

) & 0。

命题 2�7[ 6] 价格向量 p
* % D是一W alrasian平衡

当且仅当它满足变分不等式

z( p
*

) � (p - p
*

) & 0, p % S
k
。

2�3 投影微分方程和微分包含问题
次梯度方法 (S)是有用的,虽然极小化定义在 H ilbert

空间H 上的连续实值凸函数 f, 通常是无效率的 (参见

[ 18] ),但它从任意一初值点开始产生了成功的逼近:

(S ) � x
k+ 1 % x

k
- #k #f (x

k
), k = 0, 1, ∗,

其中 #f (x
k
)为 f在状态 x

k
处的次微分,步长 #k > 0通常

是事先设定的。记 t = 2
k- 1

i= 0

#i为从初始累积到第 k步,

x ( t) = x
k
。则 (S )可自然地成为一种具步长 #k的下述

微分包含的显式 Euler步骤:

(CS ) � x ( t)
�

% - #f ( x ( t ) ), x ( 0 ) = x
0
。

更一般化,以极小化闭凸集 C ! H 上的连续凸函数 f: H

) R为目标的次梯度投影方法 ( SP )不断地着手选择:

(SP ) � x
k+ 1 % PC ( x

k
- #k #f (x

k
) ), x

0 % C,

其中 k = 0, 1, ∗, PC表示在 C上的正交投影。如果将

时间连续化,则 (SP )就等价于连续次梯度投影方法:

(CSP ) � x ( t )
�

% P Tx( t) [ - #f (x ( t) ) ] , x ( 0) = x
0
,

其中 Tx = cl{ ∃( c- x ) ∃( 0, c % C }为 C在 x处的切

线锥面,并且对任意的方向 d % H, 都有
[ 19]

P Tx ( d) = lim
#) 0

+

PC ( x + #d) - x

#
,  x % C

连续时间的次梯度投影算法 (CSP ), 可体现产生累积

解集的轨道。

2�4 广义变分不等式及其相关问题
令 R

n
为 n维欧几里得空间,在 R

n
上给定一关系 %

(即 % ! R
n 1R

n
)及 R

n
的一子集 X, +�, �,表示内积。

则计算满足下列条件的所有解 (x, y )的问题就称为广

义变分不等式问题 GP (X, % ) :

( i) x % X ; ( ii ) 0 & [ x∋ - x, y] ,  x∋ % X ;

( iii) (x, y ) % %。

当 X是 H ilbert空间或自反 Banach空间的闭凸子

集, %为从一个空间到其对偶空间的一些函数时,许多

数学家研究了由极小化问题或偏微分方程导致的传统

变分不等式
[ 20]
。 Fang和 Peterson

[ 8]
限制在 R

n
中研究

GP (X, % ), 在没有单调性假设下,退化其解的存在性定

理,然后再添加单调性条件去阐明其解集的性质,最后

提出了一个不动点计算方案。相关工作进展,可参见文

献 [ 26]。

变分不等式 VI(X, F ) 或广义变分不等式问题

GP (X, % )已推广到无限维的 H ilbert空间,甚至 Banach

空间的 (集值 )变分包含问题或预解算子对应下的广义

投影动力系统,其理论已经为研究出现在纯科学和应用

科学之中的许多问题提供了有效而强有力的工具。由

于新奇而有创造性的技巧和想法的应用, (广义 )变分

不等式已经沿不同方向得到了扩展和普及 [ 2, 21�29]。

3 结束语

变分不等式是一类重要的非线性问题,它们产生于

许多不同领域, 如物理学、工程学和金融管理科学等。

与此同时, (广义 )变分不等式及其等价的投影动力系

统已逐渐成为了工程优化问题的数学模型,特别是在求

解平衡模型时,传统的最优化方法和不动点方法均有其

自身的优点和不足, 其不足方面主要体现在:面对大规

模的平衡问题的求解,传统的最优化方法和不动点方法

或者缺乏普遍适用性,或者计算效率低。过去的 20余

年里,在填补由最优化方法和不动点方法导致的缺陷方

面,有限维变分不等式和非线性补问题的重要性已明显

地呈现出来,特别是,在其解的存在性、唯一性和灵敏度

理论方面,算法理论和这些熟练的方法已得到了迅速的

发展。而且,除工程优化问题的广义变分不等式模型研

究外,变分不等式及与其相关的相补问题、极大极小不

等式问题以及 KKM原理等的基本理论、基本方法及其

进一步发展,将有利于运输、计划、区域科学、社会经济

分析、能量建模和博弈论等方面问题的解决。
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S tudy ofVaria tiona l InequalityModelling Based on Engineering Optmi ization P rob lems
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( School of Science, S ichuan Un ivers ity of Science& Engineering, Z igong 643000, China)

Abstrac:t In th is paper, a generalized variat ional inequality and its correlat ive problem s based on engineering optmi iza�

t ion problem s is introduced. T he examples presented in th is paper show that variat ional inequality prob lem s are apply ing in

nonlinear programm ing, econom ics, eng ineering, mode lling in socia l science, natural science, and many equilibrium prob�

lem s. Furthermore, the research progresses on generalized variat iona l inequality problem s are g iven.
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