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带有负债的投资组合最优策略的研究
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� � 摘 � 要:文章在完备的金融市场下,构造了带有负债和风险资产的连续时间的均值 -方差投资组

合选择模型。假定风险资产的价格过程由布朗运动加跳所驱动,而负债的价格过程则是由带有漂移的

布朗运动驱动,并且考虑风险资产与负债之间的关系。其最终的目标是最大化期望终端财富同时最小

化其方差。在连续时间的情形下,运用随机最优控制理论解决资产与负债的管理问题。即,通过使用

一般的随机线性二次控制方法得到最优控制策略。
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引 言

自从 M arkow itz[ 1]的开创性工作以来, 均值 - 方差

投资组合问题得到了广泛而深入的研究。M erton
[ 2]
研

究了带有消费的连续时间模型; K oo
[ 3]
考虑了有劳动收

入的连续时间消费模型; L i和 Ng
[ 4]
研究了动态的多周

期的均值 -方差模型; Zhou和 L i
[ 5]
研究了在随机 LQ框

架下的多周期的均值 -方差投资组合选择模型。

上述都没有考虑带有负债的情况。在现实的情况

下,负债是很多投资者必须要面对的一个重要因素。关

于负债主要集中在资产与负债的管理问题, L eippold和

T ro jan i
[6]
研究了一个在均值 -方差的准则下的多周期

的资产与负债的管理问题,采用嵌入式手法得到了最优

策略的具体表达式和有效边界。 Ch iu和 L i
[7]
在均值 -

方差的准则下,研究了连续时间的资产与负债的管理问

题,风险资产和负债的价格过程由相同的布朗运动所驱

动, 采用随机控制理论得到了最优投资策略和有效边

界。

文章研究了在完备的金融市场下,带有负债的连续

时间的投资组合选择问题。仅考虑两种资产和一种负

债的情形,假定风险资产的价格过程由布朗运动加跳所

驱动,而负债的价格过程则是由带有漂移的布朗运动驱

动,并且考虑风险资产与负债之间存在着关系。可以借

助求解一个随机 LQ辅助控制问题来得到最优投资组

合策略。

1 模型的建立

考虑这样一个金融市场,不确定性来自两个驱动因

素:一个概率空间 ( �W, FW
, P

W
) 上的 R -值布朗运动

W ( t), 另一个是概率空间 ( �N , FN
, P

N
)上强度为 �( t)

的 R -值泊松过程N ( t), 其中 {F
W

t }是  (W ( s); 0 � s

� t), {F
N

t }为  (N ( s); 0 � s � t), 定义完备的概率空

间 ( �, F, P ) = ( �W  �N, FW  F
N
, P

W  P
N
), W ( t)与

N ( t )在空间 ( �, F, P )上相互独立。C ( [ 0, T ]; R )为全

体 R-值连续函数类, L
2

F ( [ 0, T ] ; R )指的是 H ilbert空

间上全体 R -值循序可测、平方可积的随机变量族。

考虑金融市场有两种资产在 [ 0, T ]上被连续交易,

投资者允许调整资产头寸而无须交付交易费,资产允许

卖空。投资初始财富 !(!> 0)和负债 l, x表示净财富

( x = !- l )。

对于 ! t ! [ 0, T ], 无风险资产的价格过程 A
0

t满足

下列微分方程

dA
0

t = rtA
0

t dtA
0

0 = 1 ( 1)

rt ! C ( [ 0, T ] ; R
+
)是无风险利率。

风险资产价格过程 A
1

t 的微分形式为

dA
1

t = ∀tA
1

tdt+  tA
1

tdW t + #tA
1

tdN t, A
1

0 = ai ! R ( 2)



 t是风险资产的扩散率, ∀t是风险资产的利率。

投资者在 t时刻的累积负债 L t满足微分方程

dL t = u tdt + vtdB t, L 0 = l ( 3)

其中 {B t: t ! [ 0, T ] }和 {W t: t ! [ 0, T ] }均为布朗运

动,且 N t与 W t, B t相互独立。

由于 W t, B t相关
[ 3]
,令 ∃t表示 B t和 W t之间的相关

系数,则 B t可以表示为W t和W
0

t的线性组合, ! t ! [ 0,

T ] 有

B t = ∃tW t + 1 - ∃2tW
0

t, ∃2 � 1 ( 4)

因此

dL t = u tdt + vt∃tdW t + vt 1 - ∃2tdW
0

t , L0 = l ( 5)

假定市场系数 rt, ∀t,  t, ut, vt, %t, ∃t是 t的确定性函

数,并且 ∀t > r t, 对任意 t ! [ 0, T ] , X t表示投资者在 t

时刻的总财富, &it表示 i种资产的份额。∋i

t = &itA
i

t ( i =

0, 1)是投资在 i种资产的市场值。过程 ∋ = {∋t: t !

[ 0, T ] }是投资策略,很显然, 无风险资产 ∋0

t 的市场值

为 ∋0

t = X t - ∋1

t。

如果在 t时刻股票发生交易,在 ( t, t + h ] 内保持 t

时刻交易后所持有的投资组合头寸不变,则有

X t+ h - X t = &0t (A
0

t+ h - A
0

t ) + &1t (A
1

t+ h - A
1

t ) ( 6)

假设投资者必须在 ( t, t + h] 上必须支付的累积负

债额为 (L t+ h - L t ), ( 6 )式变为

X t+ h - X t = &0t (A
0

t+ h - A
0

t ) + &1t (A
1

t+ h - A
1

t )

- (L t+ h - L t ) ( 7)

让 h ∀ 0
+
, 则

dX t = &0tdA
0
t + &1t dA

1
t - dL t ( 8)

考虑 ( 1 )式、( 2)式、( 5 )式,可以得到

dX t = ( rtX t + b t∋t - ut )d t+ (∋t t + (t )dW

� � + (0tdW
0

t + #t ∋tdN,

X t = x.

( 9)

这里 b t = ( ∀t - rt ) ! C ( [ 0, T ]; R )

(t = - vt∃t ! C ( [ 0, T ]; R )

(0t = - vt 1 - ∃2t ( 10)

初始财富为 x的可达策略集定义为: ) ( x ) = {∋ |

∋t ! L
2

F ( [ 0, T ]; R ), (X t, ∋t )满足 ( 9)式 }。

投资者的目标是确定一个最优策略 ∋ ! A (x ), 最

大化期望终端财富 EX t, 最小化终端财富的方差,则均

值 -方差模型表示为以下的双目标最优问题

P m in
∋! A (x )

(- EX T, VarXT )

P等价于单目标最优化问题
[ 4]

P ( ∗) m in
∋! A (x )

(- EX T + ∗VarX T )

这里参数 ∗ ! [ 0, # ] 表示投资者对风险的偏好程度。

定义 + P ( ∗) = {∋ | ∋是 P ∗最优策略 }。

2 辅助问题及最优策略

由于问题 P ( ∗)的目标函数包含 VarX T项,随机 LQ

控制方法不能直接解 P ( ∗), 引入辅助问题 [ 5]
A ( ∗, !)

m in
∋! A ( x )

E ( ∗X 2

T - !XT ), ! ! R。定义 + A (∗, !) = {∋ | ∋是

A ( ∗, !)的最优策略 }, 则 P ( ∗)与 A ( ∗, !)的关系可表

示为 + P ( ∗) ∀ + A ( ∗, !)。

定理 1
[ 5] ! ∗ > 0, 有 + P ( ∗) ∀ + A ( ∗, !) , 而且如果

∋* ! + P ( ∗) , 那么 ∋* ! + A ( ∗, !)。!
*
= 1+ 2∗EX *

T , X
*

t 是

策略 ∋*
的价格过程。

令 ,= !
2∗
, Yt = X t - ,, 则 ( 9 )式为

dY t = ( rtY t + bt ∋t + rt,- ut )dt + (∋t t

� � + (t )dW t + (0tdW
0

t + #t ∋tdN t

Y0 = y = x - ,

( 11)

则辅助问题 A ( ∗, !)的目标函数变为 E ( ∗Y2

T -
!2

4∗
)。进

而,可达策略集 A ( x ) 可以写为 − (y ) = {∋ | ∋t !

L
2

F ( [ 0, T ]; R ), ( Yt, ∋t ) 满足 ( 11)式 } 因此, 辅助问题

等价于随机 LQ控制问题 A (,) m in
∋! − (y )

J (∋; ,)

其中,

J ( ∋; ,) = E (
∗
2
Y
2

T ) ( 12)

A (,)的值函数可以定义为 J
*
= J (∋*

; ,) = in f
∋! − (y )

J(∋; ,)

这里 ∋* 是问题 A (,)的最优解。

通过解随机 LQ 控制问题 A ( ,), 给出辅助问题

A ( ∗, !)的最优策略。解决随机 LQ控制问题的关键在

于求解相应的随机黎卡提方程。若随机黎卡提方程有

解,则随机 LQ控制问题的最优控制以状态反馈的形式

出现,下面主要研究最优反馈控制问题。

根据一般随机 LQ最优控制理论
[ 8]
,给出相应于问

题的随机黎卡提方程

#%t + ( 2rt - .1t - .2t )%t = 0

%T = ∗� � � � a. e. t! [ 0, T ]

%t 
2

t > 0, %t#
2

t > 0

( 13)

以及

#%t + ( rt - .1t - .2t )%t + ( rt,+ kt )%t = 0

%T = 0
( 14)

这里 #%t =
d%
dt

#%t =
d%t

dt

kt = - bth t - u t ! C ( [ 0, T ]; R )
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ht = (  2

t )
- 1  t(t ! C ( [ 0, T ]; R )

.1t = bt/
1

t ! C ( [ 0, T ]; R
+
)

.2t = bt/
2

t ! C ( [ 0, T ]; R
+
)

/1t = (  t t )
- 1
b t ! C ( [ 0, T ]; R )

/2t = ( #t#t )
- 1
bt ! C ( [ 0, T ] ; R ) ( 15)

求解 ( 13)式、 ( 14)式得到:

%t = ∗( k
r
+ ,) [ e( 2rt-.

1
t-.

2
t ) (T - t)

- e
(rt-.

1
t- .

2
t ) (T - t)

]

%t = ∗e(2rt-.
1

-.
2

t ) (T - t) ! t ! [ 0, T ] ( 16)

定理 2 如果 ( 13)式和 ( 14)式分别有解 %( t) !

C ( [ 0, T ] ; R
+
)和 %t ! C ( [ 0, T ]: R ), 那么随机 LQ控

制问题 A (,)有最优反馈控制

∋t=
- /1t /

2

tYt - /1t /
2

t 0 t-ht/
2

t- (0 t+ Yt )�
2#t/

1

t

�2/1t + /2t
t ! [0, T ] ( 17)

这里

0 t =
%t

%t

=
k

r
+ , [ 1 - e

- r(T- t)
] ( 18)

证明 运用 It ô公式于
1

2
%tY

2

t和 %tY t

d(%tYt ) = [.1tYt%t + .2tYt%t - (rt,+ kt )%tYt + (bt∋t + rt,

- ut )%t ]d t+ %t#t∋tdN + (. . . )dW + (. . . )dW
0

t ( 19)

1

2
d( %tY

2

t ) =
1

2
{ [ .1t %tY

2

t + .2t %tY
2

t

+ 2 ( b∋t + rt,t - ut ) %tYt ] d t

+ 2Y t%t#t∋tdN + %t (∋t t + (t )
2
d t+ %t ((

0

t )
2
dt

+ %t ( #t∋t )
2
dN t + (. . . ) dW + (. . . ) dW

0

t ( 20)

联立 ( 19)式、( 20)式,两边取期望,相加后得到

J ( ∋; ,) - 1

2
%0y

2
- %0y

= E∃
T

0

1

2
.1t %tY

2

t +
1

2
.2t %tY

2

t + .1t Yt%t +
1

2
%t ( (

0

t )
2

+ ( bt∋t - k t - ut )%tYt + (b∋t + rt ,t - ut )%t + .2tY t%t

+
1

2
%t (∋t  t + (t )

2
+ �2 %tY t#t∋t +

1

2
�2%t ( #t∋t )

2

� + �2%t#t∋t
dt ( 21)

引入函数

I( ∋t ) =
1

2
.1t %tY

2

t +
1

2
.1t %tY

2

t + .1tY t%t + .2t Yt%t

+ ( bt∋t - k t - ut )%tY t + ( bt ∋t + rt,t - ut ) %t

+
1

2
%t (∋t  t + (t )

2
+

1

2
%t ((

0

t )
2
+ �2 %tY t#t∋t

+
1

2
�2%t (#t∋t )

2
+ �2 %t#t∋t

求上述问题的极值问题

令

I%(∋t ) = 0

bt %tYt + bt%t + %t (∋t t + (t ) t + �2 %tYt #t

+ �2%t#
2

t ∋t + �2 %t#t = 0

因此

∋t=
- /1t /

2

tY t - /1

t /
2

t 0 t - h t/
2

t - ( 0 t + Yt ) �
2#t/

1

t

�2 /1t + /2t

将最优策略代入 ( 21)式得到最优价值函数 J
*
。

由于问题 A ( ∗)和 A ( ∗, !)等价,定理 2给出辅助

问题 A ( ∗, !)的最优反馈控制

∋*
(X t ) =

- /1t /
2

t (X t - ,t ) - /1t /
2

t 0 t - ht/
2

t

�2/1
t
+ /2

t

-
( 0 t + (X t - ,t ) )�

2#t /
1

t

�2 /1t + /2

t

( 22)

这里 /t, ht和 0 t分别由 ( 15)式、( 17)式给出。

注:由定理 1可知,若 P ( ∗)的最优解存在,则可通

过选择 !* , 使得 !* = 1 + 2∗EX*

T !
* 其中, EX

*

T !
* =

EX
*

T ,
* , ,* =

!*

2∗
。于是, P ( ∗)或 P的最优策略由 ( 22)

式给出,其中 ,* = ,。
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表 3 旋转后的因子矩阵

Com ponen t

1 2 3

score( x1 ) . 819 . 419 . 143

score( x2 ) . 039 . 255 . 922

score( x3 ) . 395 . 863 . 092

score( x4 ) . 228 . 834 . 304

score( x5 ) . 916 . 263 . 001

score( x
6
) . 571 . 783 . 071

score( x
7
) . 773 . 257 - . 422

score( x8 ) . 820 . 396 . 271

� � 随着计算机的应用与发展,主成分分析和因子分析

在经济、社会等方面将得到广泛的应用。本文主要是从

理论和应用上对比分析主成分分析和因子分析这两种

方法,未能对主成分分析和因子分析算法提出改进。
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Application and Comparison of PrincipalComponents Analysis and

Factor Analysis in Urban Consumption

RONG W en�jing
( Co llege of Information and M anagem ent, Chengdu Un ivers ity ofT echnology, Chengdu 610059, China)

Abstrac:t The principal components and factor analysis are the mi portant methods to smi plify structure of datas, and

they have both differences and ties. This paper introduces these two m ethods from the perspective of data analys is and the

concept of information. A t the same tmi e, according to the ana lysis and comparison in urban consum ption expenditure by

these twom ethods, it�s convenient for us to choose a reasonable approach in practice, and help tom akem ore effect ive analy�

sis and evaluation to econom ic phenom ena.

Key words: principal components analys is; factor analys is; urban consumption; SPSS

(上接第 121页 )

Study of Continuous�tim e Portfolio Optimal Strategyw ith L iability

YUAN M in, LIU Xuan�hui, XUE Yun

( Schoo l of Science, X i�an PolytechnicUniversity, X i�an 710048, China)

Abstrac:t In th is paper, we form ulatem ean�variance portfolio se lect ion m odelw ith risky asset and liability in an com�

plete market. The risky asset�s price is drivened by geom tric Brownian m otion w ith driftwh ile the liability evo lves according

to a Brownian m ot ion. The correlations between the risky asset and liability are considered. W e empo ly stochastic optmi al

control theory to ana lytically solve the asset�liabilitym anagem ent problem in a cont inuous�tmi e sett ing. M ore specifically, w e

derive the optmi al policy from a stochastic linear quadratic control fram ewok.

Key words: portfolio; liability; m ean�variancem ode;l stochastic linear�quadrat ic control
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