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� � 摘 � 要:文章主要利用扰动方法结合 Calderon- Zydm ound不等式和 Schauder不动点定理研究了一

类 p- L aplacian方程: - �p u + f (x, u, � u) = h (x ), u � W 1, p

0 ( � ), 对 f做合适的假设,得到这类方程弱

解的存在性。
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� � 本文讨论方程

- �p u + f (x, u, � u ) = h( x ), u � W 1, p

0 ( � ) ( 1)

解的存在性,其中 �p u = � ( � u p- 2 � u), �是 � n
上

一具有光滑边界 ��的有界区域。h � L
�
( � ), f: � � �

� � 是一个卡氏函数,即, f ( x, s, �)对每个 ( s, �0 � �

� � 关于 x是可测的和对几乎处处的 x � �关于 ( s, �)

是连续的。我们对 f做下面的假设:

(f1 ) (变号条件 ) f (x, s, �) s � 0, � s � � , �� �。

(f2 ) (增长性条件 )存在一个增函数 b � C (� +
,

� +
), c � L ( � ), c� 0使得 f (x, s, �) � b( s ) ( � p

+ c(x ) ) 当 f 与 � u无关时, 问题 ( 1 )已经有很多结

果
[ 1�5]

,主要是用变分方法解决问题。在本文中,因为 f

与 � u相关,变分法不能直接利用, 因此扰动法就是一

类有效的解决本问题的方法。本文主要参考文献 [ 6 ]

的思想。我们考虑 u� � W
1, p

0 ( � ), 定义为

- �p u� +
f (x, u�, � u� )

1 + � f (x, u�, � u� )
= h(x )

因为有变号条件,我们很容易得到一个 u�的W
1, p

0 估计。

对于其一子序列, 在W
1, p

0 中, u�弱收敛于 u, 如果我们

能证明它也是强收敛,则问题 ( 1)就存在一个弱解。

定理 1 假设 ( f1 ) (f 2 ) 条件存在, 则问题 ( 1 )在

W
1, p

0 中有一个弱解。

为了证明定理 1的结果需要如下引理。

引理 1 假设 u
m
� W 1, p

0
是 p- Laplac ian方程

- �p um = fm , x � �,

um = 0, x � ��,

的序列解,其中 �是 � n
中的有界光滑区域。um � u在

W
1, p

0 中弱收敛, { fm }在 L
1
( � )中有界。则对一 m � �

的子序列, 有在 L
q
中 � um

p- 2� um � � u p- 2 � u对

任何的 1 � q < p和 � um
p- 2 � um � � u p- 2� u点态

几乎处处成立 。

证明 取 r > n让 �m � W
1, r

0 ( � )满足

�m W
1, r

0 ( � )
� 1

�� ( � um p- 2� um - � u p- 2� u) � �mdx

= sup
�� W

1, r

0 (� ), � W 1, r

0
(� ) � 1�� ( � um p- 2� um

� - � u p- 2� u ) � �dx

由 Calderon- Zydmound不等式
[ 7]
,

sup
�� W 1, r

0 ( � ), � W 1 , r

0
(� ) � 1�� ( � um p- 2 � um - � u p- 2 � u) � �dx

� c
- 1

um - u W
( � )

其中
1

r
+

1

r�
= 1, c= c(n, r), 另一方面,由 Sobolev嵌入定

理W
1, r

0 ( � )紧嵌入进 C
0, 1- n

r (� )
[ 7]
,由 Asco li- Arzela定

理,假设 �m � �在W
1, r

0 ( � )弱收敛,且在 �上一致,因此



� � �� ( � um p- 2 � um - � u p- 2 � u) � �m dx

= �� ( � um p- 2 � um - � u p- 2 � u)

( � �m - � �)dx + o ( 1)

= lim
l� � �� ( � um p- 2� um - | � ul |

p- 2 � ul )

(� �m - � �)dx + o(1) � 2 sup
l� N +

f1 L
1 �m -� L

� + o

当 q0 � 1时, � um
p- 2� um � � u p- 2� u在 L

q0
( � )

中,但是由 H �lder不等式只要 q < p有

� um
p- 2� um - � u p- 2 � u

L
p

� � um
p- 2� um - � u p- 2� u �

L
1

� um
p- 2� um - � u p- 2 � u 1- �

L
p � 0

其中
1

q
= �+

1- �
p
。

引理 2 定义 f� ( x, s, �) =
f� (x, s, �)

1 + f� ( x, s, �)
, 则,对

任意的 �> 0, - �p u+ f� x, u, � u = h(x ), u � W 1, p

0 (� )在

W
1, p

0 ( � )中有一弱解。

证明 由 f�定义,我们有 f� �
1

�
, 不难验证,对任

意的 �> 0映射 u |� f� ( x, u, � u) � W
1, p

0 ( � )是紧的和

有界的。记 A � (u ) = - �p u + f� ( x, u, � u)为 A (u ) = -

�p u + f (x, u, � u )的扰动问题,在 W
1, p

0 ( � )中取足够大

的球形邻域,对映射 u |� (- �p )
- 1
(h - f� (x, u, � u) ), 由

Schauder不动点定理
[ 8]
问题 ( 2)有一个解 u� � W

1, p

0 ( � )。

定理 1证明:

因为 f� (x, s, �) s� 0有 < u�, A�u� > � < u�, h >。

因此 � u�
2

W
1, p

0 ( � )
� h L

�
( � ) u� W

1,p

0 ( � )
, 由 此 得 到

u� W
1,p
0 ( � )
� c1, 再者,因为非线性项 f�满足 f� (x, s, �)

=
f� (x, s, �)

1+ f � (x, s, �)
和 f (x, s, �) � b( s ) ( � p +

c(x ) ), 也可以得到一致的 L
1
界 f� (x, u�, � u� ) L

1 �

c2。假设当 �m � 0时,在W
1, p

0 中 u�m � u, 由引理 1可以假

设 um = u�m , 它 在 W
1, q

0 中 强 收 敛, 同 时 um 和

� um
p- 2 � um 点态几乎处处收敛,为了证明 u是问题

( 1 )的弱解,利用 Fatou引理首先对序列 um引入一直 L
�

界。用 um 乘以逼近方程得到微分不等式

- �p
um

p

p
� - �p

um
p

p
+ � um

2( p- 1)

+ um f �( x, um, � um ) = hum

� C ( �) + �
um

p

p

其中 �> 0, 取 �< �1 ( - �p在W
1, p

0 中的第一个特征值 ) ,

由弱极大值原理得到 um 在 L
�
中一致有界。利用 �=

�erum , �� C
�
0 ( � )非负,计算逼近方程 A�m ( um ) = h, 分

部积分得到

�� ( r � um 2(p- 1) + f�m (x, um , � um ) ) �e
rum
dx

+ �� ( � um p- 2� um | � � |
p- 2� �- h�) erumdx = 0

考虑增长性条 f (x, s, �) � b ( s ) ( � p + c(x ) ) 和

一直界 um L
� � C 0, 当 r � C 0, 项 r � um

2(p- 1) +

f �m ( x, um , � um )和 r的符号相同, 同时这项点态几乎处

处收敛。由 Fatou引理,取极限m � � , 得到

[ �exp ( ru), A (u ) - h] � 0当 r � C 0

相反

[ �exp ( ru), A (u ) - h] � 0当 r � C 0

由以上讨论,只要非负的 �� C
�
0 ( � )都成立,当然

对于 �� W 1, p

0 � C
�
0 且 �� 0也成立。令 �= exp ( ru),

得到 [ �0, A ( u) - h] � 0和 � 0, � �0 � 0, �� C �0 ( � )。

因此, u是问题 ( 1 )的弱解。
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�7 =
m1 + m123

2
�
1 + m3

2
,为 OK的一组整基。

此处

m i =
m im j

(m i, m j )
2, i � j

m 123 =
m 1m 2m3 (m1, m2, m3 )

4

(m 1, m 2 )
2
(m1, m 3 )

2
(m2, m3 )

2

定理 2的证明。

( 1 )如果 2在 K的 7个二次子域中均不分歧,且

(m 1, m2, m3 ) � ( 1, 1, 1) (m od 4) ,则

d ( 1, �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7 ) =

1 �1 �2 �3 �4 �5 �6 �7

1 � 1(�1) � 1(�2) � 1(�3) �1(�4) �1(�5) �1(�6) � 1(�7)

1 �
2
(�

1
) �

2
(�

2
) �

2
(�

3
) �

2
(�

4
) �

2
(�

5
) �

2
(�

6
) �

2
(�

7
)

1 � 3(�1) � 3(�2) � 3(�3) �3(�4) �3(�5) �3(�6) � 3(�7)

1 � 12(�1) � 12(�2) � 12(�3) � 12(�4) � 12(�5) �12(A6) R12(A7)

1 R
13
(A

1
) R

13
(A

2
) R

13
(A

3
) R

13
(A

4
) R

13
(A

5
) R

13
(A

6
) R

13
(A

7
)

1 R23(A1) R23(A2) R23(A3) R23(A 4) R23(A 5) R23(A6) R23(A7)

1 R123(A1) R123(A 2) R123(A 3) R123(A4) R123(A5) R123(A6) R123(A7)

=
m 1m 2m 3 (m1, m2, m3 )

(m1, m2 ) (m2, m 3 ) (m 1, m3 )

4

= d (K )

其中 R ij = Ri # R j, R123 = R1 R 2 R 3。

所以 A0, A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7为 K的一组基。

( 2 )、( 3)两种情形的证明类似。
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I n teg r a l B a s is o f T r iq ua d r a t ic N um b e r F ie ld s

WANG Zhi2lan
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Abstrac:t On the base of prev ious studies, the discrmi inantd(K ) and the integral bas isA0, A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7 of

triquadrat ic num ber fieldsK = Q ( m1, m2, m 3 ) are studied in the paper. A t last, the d iscrmi inant and the integral ba2

sis of triquadrat ic number f ields are obta ined.

Key words: discrmi inant; integra l bas is; triquadrat ic number fields
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Abstrac:t The Calderon2Zydmound inequality and Schauder f ixed point theorem due to the perturbation m ethod are

used to study a class p2Laplacian ellipt ic equation: - v p u + »(x, uýu ) = h( x ), u :W 0

1, p
( 8 ). Under som e sufficient con2

d itions of», the equation ex istence of a w eak solut ion is also proved in the paper.

Key words: perturbation m ethod; Calderon2Zydm ound inequality; weak m axmi um principle
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