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三重二次数域的整基

王志兰

(泰州师范高等专科学校数理科学系, 江苏 泰州 225300)

� � 摘 � 要:文章研究了三重二次数域 K = Q ( m1, m2, m3 )的判别式 d(K )及其整基 �0, �1, �2,

�3, �4, �5, �6, �7 ,并完全确定了三重二次数域的判别式及其整基。
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引 言

设 K是一个代数数域且 K /Q是 Galios扩张,不妨设

[K: Q ] = n ,而且它的 Galios群为 Gal(K /Q ) = {�1,

�2, �, �n }。OK是 K的代数整数环,熟知 OK在 Z上有一

组整基,也就是说 OK 是秩为 n的自由 Z �模 。

本文将研究三重二次数域 K = Q ( m1, m2,

m3 ), ) [K: Q ] = 8且m 1, m2, m3是无平方因子的整数

的判别式 d(K )及其整基 �0, �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7。

设 K = Q ( m 1, m 2, m3 ), ) [K: Q ] = 8且 m1,

m 2, m 3是无平方因子的整数,那么 K恰好有七个二次子

域 Q( m1 ), Q ( m2 ), Q ( m3 ), Q ( m1m2 ), Q ( m2m3 ),

Q ( m1m3 ), Q ( m1m2m3 )。

设它的 Galo is群为 Gal(K /Q ) = ( �1, �2, �3 ) ,其

中 �i ( m i ) = - m i, �i ( m j ) = m j , i  j。

以下计算 d(K )。

1 三重二次数域的判别式

引理 1 对于每个代数数域K,则 ( - 1 )
r2 d (K ) > 0,

其中 r2表示代数数域 K的复嵌入对的个数。

证明 显然。

命题 1 K = Q ( m1, m 2, m 3 ), [K: Q ] = 8,

其中整数 m1, m2, m 3不含平方因子,则它的复嵌入对的

个数 r2 = 0或 4。

证明 由于

K = Q ( m 1, m2, m3 )

= Q ( m 1 + m2 + m3 )

令 �= m1 + m 2 + m3 ,则 �在 Z上的极小多项式

为

f (x ) = !
8

i= 1

(x - �i )

其中

�1 = �

�2 = - m1 + m 2 + m3

�3 = m1 - m2 + m 3

�4 = m1 + m2 - m 3

�5 = - m1 - m 2 + m3

�6 = - m1 + m 2 - m3

�7 = m1 - m2 - m 3

�8 = - m1 - m 2 - m3

如果 m1, m2, m 3均大于 0, 则 �1, �2, �, �8均为实

根, r1 = 8, r2 = 0。

如果m1, m2, m 3不全不大于 0,则 �1, �2, �, �8均为

虚根, r1 = 0, r2 = 4。

推论 1 K = Q ( m1, m2, m 3 ), [K: Q ] = 8,

其中整数 m1, m2, m3不含平方因子,则 d (K ) > 0。

证明 显然。

定理 1 K = Q ( m1, m2, m 3 ), [K: Q ] = 8,

其中整数 m1, m2, m3不含平方因子,则 K的判别式为:



� � ( 1 ) 如果 2在 K的 7个二次子域中均不分歧,则

d (K ) =
(m1, m2, m3 )m 1m 2m3

(m1, m 2 ) (m 2, m3 ) (m1, m3 )

4

( 2 ) 如果 2在K的 7个二次子域中恰好有 4个是分

歧的,则

d (K ) =
2
2
(m 1, m2, m3 )m1m 2m 3

(m1, m 2 ) (m 2, m3 ) (m1, m3 )

4

( 3 ) 如果 2在K的 7个二次子域中恰好有 6个是分

歧的,则

d (K ) =
2
3
(m 1, m2, m3 )m1m 2m 3

(m1, m 2 ) (m 2, m3 ) (m1, m3 )

4

其中 (m1, m2, m 3 ), (m i, m j )均表示最大公约数。

为了证明定理 1,需要下面的一些基本事实。

设 K /Q是 Galois扩张,如果 Galo is群 Gal(K /Q )是

A be l群,则称 K为 Abel数域。根据 K ronecker- Weber定

理,每个 Abel数域均是分圆域的子域。

设 Q (  m ) (m和 2对于模 4不同余 ) ,是包含 A be l数

域 K的最小分圆域,即 m = cond (K )数域 K的导子.我

们有如下的 Galois对应:

Q ( m ) � � { 1}

| |

K H

| |

Q G = Gal(Q ( m ) /Q )

由于 G  (Z /mZ )
*
,其中 �� |∀ a(m odm ), (a, m ) = 1,

�a (  m ) =  am。从而 H 同构于 (Z /mZ )
*
的一个子群。

常把 H 和这个子群等同起来,而 Gal(K /Q )同构于商群

(Z /mZ )* /H。

把这两者等同起来, 有限 Abel群 Gal(K /Q ) =

(Z /mZ )
*

/H 的每个特征 !也叫做是域 K 的特征, 而

(Z /mZ )
*

/H 的特征群也叫做是 K的特征群, 表示成K
#

,

于是K
#

实际上是有全部在H上的平凡的模m的D irichle t

特征所构成的。

设 !为模 m的 D irichlet特征,则 !是由惟一决定的

一个模 m ∃的本原 D irichlet特征所诱导出来的,其中 m ∃

= cond ( !), m ∃| m.我们将诱导出 !的这个本原D irichle t

特征表示成 !* 。

引理 2 (H asse, 判别式 -导子公式 )设 K为 A be l

数域,则 d (K ) = !
x % K

#

cond ( !)。

证明 显然。

定理 1的证明:设 Gal(K /Q ) = (�1, �2, �3 ) ,其中

�i ( m i ) = - m i, �i ( m j ) = m j, i  j。

情形 ( 1 ) 如果 2在 K的 7个二次子域中均不分歧,

则 m1 & m2 & m 3 & 1(m od4 ) ,从而 K
#

中的 7个导子分

别 为 m 1, m2, m3,
m1m2

(m1, m 2 )
2,

m 1m3

(m1, m3 )
2,

m2m3

(m 2, m 3 )
2,

m1m 2m 3 (m1, m2, m3 )
4

(m1, m 2 )
2
(m1, m3 )

2
(m2, m3 )

2
。

利用引理 2和推论 1,可知结论成立。

( 2 )、( 3)两种情形可类似证明。证毕。

2 三重二次数域的整基

定理 2 设 K = Q ( m 1, m 2, m3 ) ,其中 [K:

Q ] = 8,且m 1, m 2, m3是无平方因子整数, OK为 K的代

数整数环。

( 1 )如果 2在 K的 7个二次子域中均不分歧, 且

(m 1, m 2, m3 ) & ( 1, 1, 1) (mod 4) ,则

�0 = 1, �1 =
1+ m1

2
, �2 =

1+ m 2

2
,

�3 =
1+ m 3

2
, �4 =

1+ m 12

2
∋

1+ m 2

2
,

�5 =
1+ m 13

2
∋

1+ m 2

2
,

�6 =
1+ m 23

2
∋

1+ m 3

2
,

�7 =
1+ m 123

2
∋

1+ m 2

2
∋
1 + m3

2
,为 OK 的一

组整基。

( 2 )如果 2在 K的 7个二次子域中恰好有 4个是分

歧的,且 (m1, m2, m 3 ) & ( a, 1, 1) (m od 4) ,其中 a = 2

或 3,则

�0 = 1, �1 = m 1, �2 =
1+ m2

2
,

�3 =
1+ m 3

2
, �4 =

m 1 + m12

2
,

�5 =
m 1 + m13

2
�6 =

1+ m 23

2
∋

1+ m 3

2
,

�
7
=

m 1 + m123

2
∋
1+ m 3

2
,为 O

K
的一组整基。

( 3 )如果 2在 K的 7个二次子域中恰好有 6个是分

歧的,且 (m1, m2, m 3 ) & ( 3, 2, 1 ) (m od 4 ) ,则

�0 = 1, �1 = m 1, �2 = m2 ,

�3 =
1+ m 3

2
�4 =

m 1 + m12

2
,

�5 =
m 1 + m13

2
, �6 =

m 2 + m23

2
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�7 =
m1 + m123

2
∋
1 + m3

2
,为 OK的一组整基。

此处

m i =
m im j

(m i, m j )
2, i  j

m 123 =
m 1m 2m3 (m1, m2, m3 )

4

(m 1, m 2 )
2
(m1, m 3 )

2
(m2, m3 )

2

定理 2的证明。

( 1 )如果 2在 K的 7个二次子域中均不分歧,且

(m 1, m2, m3 ) & ( 1, 1, 1) (m od 4) ,则

d ( 1, �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7 ) =

1 �1 �2 �3 �4 �5 �6 �7

1 � 1(�1) � 1(�2) � 1(�3) �1(�4) �1(�5) �1(�6) � 1(�7)

1 �
2
(�

1
) �

2
(�

2
) �

2
(�

3
) �

2
(�

4
) �

2
(�

5
) �

2
(�

6
) �

2
(�

7
)

1 � 3(�1) � 3(�2) � 3(�3) �3(�4) �3(�5) �3(�6) � 3(�7)

1 � 12(�1) � 12(�2) � 12(�3) � 12(�4) � 12(�5) �12(�6) �12(�7)

1 �
13
(�

1
) �

13
(�

2
) �

13
(�

3
) �

13
(�

4
) �

13
(�

5
) �

13
(�

6
) �

13
(�

7
)

1 � 23(�1) � 23(�2) � 23(�3) � 23(�4) � 23(�5) �23(�6) �23(�7)

1 � 123(�1) � 123(�2) � 123(�3) � 123(�4) � 123(�5) � 123(�6) �123(�7)

=
m 1m 2m 3 (m1, m2, m3 )

(m1, m2 ) (m2, m 3 ) (m 1, m3 )

4

= d (K )

其中 �ij = �i∋ �j, �123 = �1 �2�3。

所以 �0, �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7为 K的一组基。

( 2 )、( 3)两种情形的证明类似。
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Integral Basis of Triquadratic Number F ields
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Abstrac:t On the base of prev ious studies, the discrmi inantd(K ) and the integral bas is�0, �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7 of

triquadrat ic num ber fieldsK = Q ( m1, m2, m 3 ) are studied in the paper. A t last, the d iscrmi inant and the integral ba�

sis of triquadrat ic number f ields are obta ined.

Key words: discrmi inant; integra l bas is; triquadrat ic number fields
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Abstrac:t The Calderon�Zydmound inequality and Schauder f ixed point theorem due to the perturbation m ethod are

used to study a class p�Laplacian ellipt ic equation: - ( p u + �(x, u! u ) = h( x ), u ∀W 0

1, p
( # ). Under som e sufficient con�

d itions of�, the equation ex istence of a w eak solut ion is also proved in the paper.

Key words: perturbation m ethod; Calderon�Zydm ound inequality; weak m axmi um principle
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