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� � 摘 � 要:文章首先给出了 Bergman空间 L
2

a上加权复合算子,通过研究该空间上酉加权复合算子和紧自

伴加权复合算子的谱、特征向量以及特征子空间,进一步完善了 B ergm an空间 L
2

a上加权复合算子的理论。
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引 言

设 D是复平面 C中的开单位圆盘, H (D )表示 D上

解析函数集合, dA (z )是D上的面积测度,定义 Bergm an

空间 L
2

a:

L
2

a = f � H (D ): �D f (z )
2dA ( z ) < � 对 f, g �

L
2

a, 定义 < f, g > = �D f �GdA (z ), 则 <� > 是 L
2

a上的内积

并且 L
2

a是H ilbert空间, K z (w ) =
1

( 1- �zw )
2为再生核函

数, kz (w ) =
( 1- | z |

2
)

( 1 - �zw )
2 为标准再生核函数。

设 �: D � D解析映射, �: � � C解析函数,由 C�, �f

= �� f � �, f � H (D ), 定义的线性算子 C�, �称为加权复

合算子。加权复合算子最早是由 Deddens为了解决

�在 H ardy空间 H
2
(D )上是否存在一有界解析 Toeplitz

算子与一非零紧算子可交换 � 这一问题提出的, 后来

Forelli在文献 [ 1 ]中曾经证明过 H ardy空间 H
p
(p � 2)

上唯一的满的等距算子就是加权复合算子。显然,加权

复合算子是复合算子和解析 Toeplitz算子的推广, Co�

w en在文献 [ 2]中首次对加权复合算子进行了研究。近

年来,文献 [ 3�4]对 H ardy空间 H
p
(D ) 上这类算子的有

界性、紧性进行了研究。然而对 Bergm an空间 L
2

a上加权

复合算子的研究目前主要考虑有界性、紧性、本性范数

和谱等线性算子的一些最基本性质。在本文中,我们探

讨 Bergman空间 L
2

a上酉加权复合算子的谱、特征向量和

特征子空间等问题,进一步完善 Bergman空间 L
2

a上加权

复合算子的理论
[ 5]
。

1 酉加权复合算子

引理 1
[ 6]
设 �: D � D解析映射, �� H

�
, C�: L

2

a �

L
2

a是自伴算子,则 �( 0), ��( 0)都是实数,并且 �( z) =

�( 0)

( 1 - ��( 0 ) z)
2 , �( z ) = �( 0) +

��( 0 ) z

( 1 - ��( 0 ) z)
。反过来,

若 a0 � D, c和 a1都是实数,并且 �( z ) = a0 +
a1 z

( 1 - �a0 z)

是 D到 D的映射, �( z) =
c

( 1- �a0 z )
2, 则 C�: L

2

a � L
2

a是

自伴的。

取 a0 满足 a0
< 1, a1 = a0

2 - 1, 则 �(z ) =

( z - a0 )

( 1 - �a0 z)
是 D到 D的自同构,由引理 1知 C�: L

2

a � L
2

a

是自伴算子当且仅当 �(z ) =
c

( 1 - �a0 z)
2
, c是实数。特

别地, 当 c = 1 时, 下面计算 C�C�, 由于 �( z ) =

( z - a0 )

( 1 - �a0 z)
, 所以

�(�(z) ) =

z - a0

1- �a0 z
- a0

�a0
z - a0

1- �a0 z
- 1

=
z - a0 - a0

2z + a0

�a0 z - a0

2 - �a0 z + 1
= z

对 f � L
2

a, 有

C�C�f = C��� f � �



= �(� � �)� (f � �� �)

= �(� � �)f

而

�( z) ( �( �( z ) ) =
1

( 1- �a0z )
2

� 1

( 1 - �a0

( z - a0 )

( �a0 z - 1 )
)
2

=
1

( 1- �a0z + �a0 z - a0

2 )
2

因此, C�C�f = (1- a0
)

- 2
f, 即 (C� )

2
= (1- a0 )

- 2
I。

通过计算,我们看到若 c = 1- a0

2或 c = - ( 1-

a0
2 ), 则 (C� )

2
= I, 此时 C�是酉算子,对于酉加权

复合算子 C�我们具有如下定理。

定理 1 设 a0 < 1, a0 � 0, �(z ) = (1- a0
2 ) / (1-

�a0z)
2
, �( z ) = ( z - a0 ) / ( 1- �a0 z ), 则 C�: L

2

a � L
2

a是酉加

权复合算子,并且具有谱 { 1, - 1}。

而且进一步,如果 b是 �的不动点,则 Bergm an空间

L
2

a 的其中一个正交基为

{ ei: ei = ( ( 1 - b
2 ) ( 1- �bz )

- 2
)

� ( ( z - b ) ( �bz - 1 )
- 1

)
i
, i = 0, 1, 2, � }

并且 ei, i = 0, 2, 4, �为 C�的特征值为 1的特征向量, ei, i

= 1, 3, 5, �为 C�的特征值为 - 1的特征向量;对应特征值

为 1的 C�的特征子空间 V1 = {ei: i = 0, 2, 4, � }, 对应特

征值为 - 1的 C�的特征子空间 V- 1 = { ei: i = 1, 3, 5, � }。

证明 由前面的分析,对于定理 1我们只需要证明

后面的部分即可。

由于 ( ( z - b) ( �bz - 1)
- 1

)
i
是有限 B laschke积, ( 1

- b 2 ) ( 1 - �bz)
- 2
是 Bergman空间 L

2

a的标准再生核函

数,由文献 [ 7 ]知

ei: ei = ( ( 1 - b
2 ) ( 1- �bz )

- 2
)

� ( ( z - b ) ( �bz - 1 )
- 1

)
i
, i = 0, 1, 2, �

为 L
2

a中的正交集,又因为 L
2

a为可分空间,因此可列正交

集

ei: ei = ( ( 1 - b
2 ) ( 1- �bz )

- 2
)

� ( ( z - b ) ( �bz - 1 )
- 1

)
i
, i = 0, 1, 2, �

是 L
2

a的一个正交基。

为了方便,我们记 B ( z ) = (z - b ) ( �bz - 1 )
- 1

, 则

(C�, �ei ) ( z) =
1 - a

0

2

( 1 - �a0 z)
2

�
1- b

2

1 - �b
z - a0

�a0 z - 1

2
B ( �( z ) )

i

=
( 1- a0

2 ) ( 1 - b
2 )

( 1- �a0 z + �bz - �ba0 )
2 (- 1)

i
B ( z)

i

= ( - 1)
i
( 1 - a0

2 ) ( 1 - b
2 )

[ 1 - �ba0 + ( �b - �a0 ) z ]
2
B ( z )

i

= ( - 1)
i
1 - a0

2

( 1 - �a0b )
2

( 1 - b
2 )

1 -
b - a0

�a0b - 1
z

2B ( z )
i

= ( - 1)
i �( b )

( 1 - b
2 )

( 1 - �( b ) z)
2
B ( z)

i

= ( - 1)
i �( b )

( 1 - b
2 )

( 1 - bz )
2

B ( z)
i

= ( - 1)
i �( b ) ei ( z )

因为 �(z ) =
( 1- a0

2 )

( 1- �a0

z)
2
, b是 �的不动点,通过简

单计算可得 b = ( 1- 1 - a0

2 ) /�a0, 所以 �( b) = ( 1

- a0

2 ) /( 1- �a0 b)
2

= 1证毕。

注 若取 �( z) = - ( 1- a0

2 ) / ( 1- �a0 z )
2
, 则有类

似的定理成立。

2 紧自伴加权复合算子

我们考虑了 a 0
< 1, a 1 = a0

2 - 1的情形,这时

当加权复合算子为自伴算子时
[ 8- 9]

, 同时必为酉算子。

现在考虑对于 a0
< 1, a0

2 - 1 < a 1 < 1- a0

2的

情形。

定理 2 设 a0
< 1, a0 � 0, a0

2 - 1 < a1 < 1-

a0

2, 则自伴加权复合算子 C�, �: L
2

a � L
2

a是紧的,并且

C�, �的特征向量为

ei = ( 1- b
2 ) ( 1 - �bz )

- 2

� ( ( z - b) ( �bz - 1)
- 1

)
i
, i = 0, 1, 2, � ( 1)

C�, �的谱为

� (C�, � ) = { 0} � { �( b), �( b)

� ��( b), �, �( b) ( ��( b) )
j
, � } ( 2)

其中 ( 1 )式、( 2)式中的 b在是 �在 D 内的不动点。

证明 由于当 a0

2 - 1 < a1 < 1- a0

2时,复合

算子 C�, �是紧的, 乘法算子 M�是有界的, 而 C�, � =

M�C�, 因此 C�, �是紧的。由于 C�是紧的,由文献 [ 7]可

知 �在单位圆盘 D内有不动点 b, 计算 C�, �ei :

由于

C�, �ei = C�, �e0B
i
= (C�, � e0 )C�B

i

= �( b ) e0 (B � �) i
= �( b) ��( b)

i
ei

实际上,可以具体求出 �( b)的值。由于 b是 �的不动

点,即 �( b ) = b, 因此

�( b) = a0 +
a1b

( 1- �a0 b)
= b
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所以

�a0b
2
- ( a0

2 - a1 - 1) b + a0 = 0

解得

b =
1+ a0

2 - a1 - (1+ a0

2 - a1 )
2
- 4 a0

2

2�a0
将 b的值带入 �得

�( b ) =
c

1-
( 1 + a

0

2 - a1 - d)

2

2

其中 d = ( 1+ a 0

2 - a1 )
2
- 4 a0

2, 由于 c是实

数,因此 �( b) = �( b)。证毕。
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