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具有某种特性的向量优化问题的解的刻画

李柳芬

(四川理工学院理学院, 四川 自贡 643000)

� � 摘 � 要:在有限维空间中,当目标函数凸下半连续时,向量优化问题一定有弱有效解,并且解集是

紧的,但当目标函数非凸时,这不一定成立,文章讨论了把目标函数的凸性减弱之后,向量优化问题的

解集是非空并且紧的,另外还得到一些等价的刻画。
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1 预备知识

F lores- Bazan和 Vera
[ 1]
在有限维空间中给出了非

凸向量优化问题解集的非空性和紧性的一些刻画,本文

在文献 [ 1]的基础上又增加了一些刻画。 S. Deng[ 2]在有

限维空间中研究了凸向量优化问题的解集的非空性和

有界性,后来使用文献 [ 3]中的一些性质把该刻画推广

到无穷维空间中
[ 4]
,而且对目标函数作了某些限制,从

文献 [ 2�5]研究的都是目标函数凸的情形, 本文把文献

[ 4 ]中的假设减弱,借用文献 [ 6�7]关于非凸向量优化

的某些方法,得到对于具有某种特性的向量优化问题解

集的一些刻画。

假设 (A 0 ),设 E � R
n
(n > 1 )为非空、闭、凸集, C

� R
m

(m > 1)为闭、凸锥, 并且 C的拓扑内部 in tC �

� , )f: E � R
m

� 为向量值函数, f = (f1, �, fm )下半连续

并且满足: � x1, x2 � E, �� ( 0, 1 )有

f (�x1 + ( 1- �)x2 ) � �f (x1 ) + ( 1 - �) f ( x2 )

+ �( 1- �) x1 + x2

�, �> 0 ( 1)

考虑优化问题 (P ) : 找 x0 � E 使得 f (x0 ) - f ( y ) �

in tC, � y � E ,向量 x0 � E是问题 (P )的弱有效解或

弱 Pareto解 � f (x0 ) - f ( y ) � in tC, � y � E。问题 (P )

的解集记为 Ew。我们首先需要下面的概念。

定义 1 设 f: E � R � { + � }为广义实值函数。

( 1 )称 f在 x0 � X是下半连续的,若 � {xn } � E且

xn � x0 ( k � + � )有 lim
n� + �

h(xn ) � h(x0 )。

( 2 )称 h是 0�强制的,若 � {xn } � E ,有 lim
x n� + �

h(xn )

= + � 。

2 主要结果

首先构造一个集合, � e � E ,设 N ( e) = {x � E:

f i (x ) � fi ( e ), � i = 1, �, m }。该集合在后面的证明中

起着非常重要的作用。

定理 1 在假设 (A0 ) 下考虑问题 (P ) , 若 Ew 非

空,则 � e � E,N ( e )非空、紧。

证明 显然 e � N( e ) ,所以N ( e)非空。对 � xn �

N( e ) ,设 xn � x0 ,则 f i (xn ) � f i ( e) ,因为 � i = 1, �,

m, fi下半连续,故 f i ( x0 ) � limfi
n� �

(xn ) � f i ( e) ,所以 x0

� N( e) ,从而 N ( e)闭。倘若N ( e)无界,则 � {xn } �

N ( e) s. t xn
� + � ( n � + � ) , 从而

xn

xn

有界, 则

xn

xn

存在收敛的子列,不妨设
xn

xn

� d ,则 d = 1。

因为 Ew 非空,取 x0 � Ew ,由 f的性质知道, ��> 0有

f i

�
xn

xn + 1-
�
xn

x0 �
�
xn

f i ( xn ) +

� 1 -
�
xn

f i ( x0 ) +
�
xn

1-
�
xn

xn - x0

�

�
�
xn

fi ( e ) + 1-
�
xn

fi (x0 ) +

�
�( xn

+ x0 )
�

xn

-
�2 ( xn

+ x0
)
�

xn

2



由 fi的下半连续性知,当 n充分大且 0 < �< 0时,有

f i ( �d + x0 ) � f i ( x0 ) ,因为 d � 0,则 �d + x0 � x0 ,这

与 x0 � Ew 矛盾。所以 N ( e)有界,从而紧。

定理 2 在假设 (A0 ) 下考虑问题 (P ) ,则 Ew 非

空、紧 � � i = 1, �, m, argm in
E

fi非空、紧。

证明 "� " : 倘若对某个 i0 � { 1, �, m } 有 arg

m in
E

fi0 = �,取 x0 � argm in
E w

fi0 ( x )及 x1 � E使得 fi 0 (x1 )

� fi 0 (x0 ) , 由定理 1 知 N ( x1 ) = {x � E: fi (x ) �

f i ( x1 ), i= 1, �, m }非空、紧。因为 fi在 E上下半连续,

故 f i在 N (x1 )上一定有极小值,即 � x2 � N( x1 ) ,使得

f i ( x2 ) � fi (x ), � x � N(x1 )。显然 x2 � Ew ,故 fi 0 (x2 )

� fi0 (x1 ) < fi 0 (x0 ) ,这与 x0 � argm inf i0
E w

矛盾,故 � i =

1, �, m, argm in
E

fi非空。

另外,由 argm in
E

fi � Ew 知其有上界,由 fi的下半连

续性知, argm in
E

fi闭,从而 argm in
E

fi紧。"� " :因为 arg

m in
E

fi � Ew ,并且 argm in
E

fi非空,所以 Ew非空。设 xn �

Ew且 xn � x0 ,则 f i (xn ) � f i ( x ), � x � E, i = 1, �, m。

由 f i的下半连续性知, f i ( x0 ) � limfi
n� �

(xn ) � fi (x ) ,即 x0

� Ew ,从而 Ew闭。

下面证明 Ew有界,倘若 Ew 无界,则 � { xn } � Ew s.

txn
� + � ( n � + � ) ,从而

xn

xn

有界,则
xn

xn

存在收

敛的子列,不妨设
xn

xn

� d ,则 d = 1。因为 argm inf i
E

非空,

取 x0 � argm inf i
E

,则 f i ( x0 ) � fi (x ), � x � E, i = 1, �,

m ,由 f的性质知道, ��> 0有

f i
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xn + 1-
�
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由 fi的下半连续性知,当 n充分大且 0 < �< 0时,有

f i ( �d + x0 ) � f i ( x0 ) ,因为 d � 0,则 �d + x0 � x0 ,这

与 x0 � argm infi
E

矛盾。所以 Ew有界,从而紧。

定理 3 在假设 (A0 ) 下考虑问题 (P ) ,则 Ew 非

空、紧 � lim
x� + �

f ( x ) = + � 。

证明 " � " :倘若 �xn � E及M > 0及某个 i0 �

{ 1, �, m }使得 xn
� + � 时, f i0 ( xn ) � M ,则

xn

xn

有界,从而
xn

xn

存在收敛的子列,不妨设
xn

xn

� d ,

则 d = 1。因为 Ew非空,任取 x0 � Ew ,由 f的性质知,

��> 0有

f i0

�
xn

xn + 1 -
�
xn

x0
� �

xn

fi 0 (xn ) +

� 1-
�
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f i0
(x0 ) +

�
xn
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�
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�

�
�
xn

M + 1-
�
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f i ( x0 ) +
�( xn

+ x0
)
�
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-

�
�2 ( xn

+ x0
)
�

xn

2

由 fi 0的下半连续性知,当 n充分大且 0< �< 0时,

有 f i0 (�d + x0 ) � f i0 ( x0 ) ,因为 d � 0,则 �d + x0 � x0 ,

这与 x0 � Ew 矛盾。

所以 lim x � + � f ( x ) = + � 。

"� " :对于给定的 x1 � E ,由 lim
x � + �

f ( x ) = + � 知

道, � r > 0使得当 x > r时, fi (x ) > fi (x1 ), � i = 1,

�, m ,令 B r = { x � E: x � r} ,则 B r紧,从而 fi在 B r

上一定有极小值,即 � x2 � B r使得 f i ( x2 ) > f i ( x ), � x

� B r , 令 x0 = argm in{ fi (x1 ), f i (x2 ) } , 则 f i ( x0 ) �

f i (x ), � x � E, i= 1, �, m ,故 x0 � Ew ,即 Ew非空。设

yn � Ew 且 yn � y0 ,则 f i ( yn ) � fi ( y), � y � E, i = 1,

�, m ,由 fi 的下半连续性知, f i ( y0 ) � limfi
n� �

( yn ) �

f i (y ), � y � E故 y0 � Ew ,即 Ew闭。

下面证明 Ew 有界。

倘若 Ew 无界, 则 � zn � Ew 且 zn � + � , 从而

lim
zn � + �

f ( zn ) = + � , 这与 n � Ew 矛盾,故 Ew 有界,从而

紧。

参 考 文 献:

[ 1] F lo res�Bazan F, V era C. Charac ter iza tion of the nonem pti�

ness and com pactness o f so lu tion sets in convex and non�

convex vec tor op tmi iza tion [ J]. J. Op tmi . Theory App,l

2006, 130( 2): 185�207.

[ 2] Deng S. Charac ter iza tion of the nonemptiness and bounded�

ness o fw eakly e ffic ient so lution sets o f convex vec tor opti�

m ization prob lem s in rea l re flex ive Banach spaces[ J] . J.

Op tmi . Theory App,l 2009, 140: 1�7.

[ 3] M angasar ian O L. A smi p le character ization o f so lution se t

o f convex program s[ J] . Oper. Res. Let.t 1988, 7: 21�26.

[ 4] Rockafe llar R T. Convex ana lys is[ M ] . Pr inceton, New Je�

sey, Prince ton U niversity Press, 1970.

[ 5] Deng S. Characte rizations o f the nonem ptiness and compac t�

ness o f so lution sets in Convex Vec tor Optmi ization[ J]. J.

Op tmi . Theory App,l 1998, 96( 1): 123�131.

(下转第 30页 )

24 四川理工学院学报 (自然科学版 ) � � � � � � � � � � � � 2010年 2月



所以

�a0b
2
- ( a0

2 - a1 - 1) b + a0 = 0

解得

b =
1+ a0

2 - a1 - (1+ a0

2 - a1 )
2
- 4 a0

2

2�a0
将 b的值带入 �得

�( b ) =
c

1-
( 1 + a

0

2 - a1 - d)

2

2

其中 d = ( 1+ a 0

2 - a1 )
2
- 4 a0

2, 由于 c是实

数,因此 �( b) = �( b)。证毕。
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Abstrac:t Thew eighted composition operator compactness on the Bergman space is charactered in the paper. F irstly,

the spectrum, eigenvalues and eigenspaces o fun itary w eighted composit ion operator are computed�Secondly, the eigenvector

and com pute spectrum of compact self�adjoint weighted com pos ition operator on Bergm an space are discussed.
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Abstrac:t This paper, wh ich uses the 0�coerciv ity o f som e nonconvex functions to characterize the nonem pt iness and

compactness of solution sets of the vector optmi ization problem s, discusses the characterization of the nonemptiness and com�
pactness ofw eakly efficient solut ion sets of nonconvex vector optmi izat ion problem s in finite�dmi ensional spaces.
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