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� � 摘 � 要:文章研究了一类具有时滞的投影神经网络的稳定性问题,根据这类神经网络的特点, 将神

经网络的状态变量进行分块,通过构造 Lyapunov泛函,导出了神经网络系统指数稳定性的充分条件,在

适当的初始条件下,给出的稳定性条件与分块矩阵的某些块无关,表明我们所获得的条件的优越性。
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引 言

在许多科学与工程技术中,广泛地存在最优化的问

题,这些问题通常包含了时滞,诸如信号处理、系统识别

和机器人运动控制等, 由于时滞的出现, 使得有些本来

稳定地神经网络系统变为不稳定了,因此需要对具有时

滞的系统进行深入的研究。在过去的二十来年,对优化

问题的神经网络系统和具有时滞的细胞神经网络系统

的理论、方法和应用已经取得了丰富的研究成果
[1�5]
。

1986年, T ank和 H opfield提出了线性规划神经网络电

路
[ 6]
,并证明了所给出的网络的能量函数对于时间的增

加是不增的。然后 K ennedy和 Ch- ua利用惩罚函数的

方法,提出了求解非线性凸规划问题的神经网络
[ 7]
,根

据惩罚函数的特性,实现了 Kennedy- Chua神经网络的

平衡点的 Kuhn- Tucker最优化条件。然而, 当惩罚参

数足够大时,网络是不收敛的。文献 [ 8�10]利用 Lag-

range乘法理论, 提出了 Lagrange规划神经网络。文献

[ 11]通过重新定义二次函数的 Lagrange乘法,进一步提

出了处理 Lagrange神经网络的不等式约束,建立了求解

一些非线性规划和二次规划问题的方法。文献 [ 12�14]

发展了求解线性规划和二次规划问题的方法,证明了当

目标函数是凸函数时,神经网络系统的近似解收敛到某

个确定的精确解。对于强迫的优化问题, 文献 [ 15�16]

提出了投影神经网络模型,并给出了神经网络收敛的条

件。本文研究了一类具有时滞的投影神经网络的稳定

性问题,根据这类神经网络的特点,将神经网络的状态

变量进行分块,通过构造 Lyapunov泛函,导出了神经网

络系统指数稳定性的充分条件, 在适当的初始条件下,

给出的稳定性条件与分块矩阵的某些块无关,显示了我

们给出的条件降低了收敛范围的保守性。

1 问题的描述

根据优化模型的对偶原理,可将优化问题转变为神

经网络问题,因此我们研究如下具有时滞的投影神经网

络系统:

du

dt
= - 2u + P � ( u - �(M u - q ) ) + u( t- �) ( 1 )

其中 u � R
l
为网络的状态变量, q � R

l
为常数向量, �

是一个正常数, M 是一个 l � l常数矩阵, � > 0是一个

常时滞。� = {u � R l
di � ui � hi, i � I}, I � L, L =

{ 1, 2, �, l}和 P �: R
l � �是一个投影算子,并且 P � ( u)

= [P � ( u1 ), P � (u 2 ), �, P � ( ul ) ]
T
, 其中 P � (u i ) = ui i

� L - I, 对 i � I,

P � ( ui ) =

d i, ui < d i

u i, di � ui � h i

h i, ui > hi

2 主要结果

对系统 ( 1 )作变换,令 x = u - �(Mu - q) = (I -



�M )u + �q, 代入 ( 1)式可得

dx

d t
= - 2x + ( I - �M )P � (x ) + x ( t- �) + �q ( 2)

重排 { x1, x2, �, x l }, 仍用 x表示,使得

I1 = L - I = {1, 2,�, r}. I = {r + 1, r + 2, �, l} ( 3)

这里 r是非负整数。

将变量 x、P � (x )、常数向量和矩阵 q、M 进行分

块为

x =
x ( 1)

x ( 2)

, x (1) = ( x1, x2, �, x r )
T

x ( 2) = ( xr+ 1, x r+ 2, �, x l )
T

q =
q ( 1)

q ( 2)

, q (1) = ( q1, q2, �, qr )
T

q( 2) = ( qr+ 1, q r+ 2, �, q l )
T

P � (x ) =
x ( 1)

P � ( x ( 2) )

P � (x ( 2) ) = (P � (x r+ 1 ), P � (x r+ 2 ), �, P � (x l ) )
T

M =
M 11 M 12

M 12 M 22

其中M ij ( i, j = 1, 2 )具有相应的维数,因此系统 ( 2 )可

以表示成:

dx ( 1)

dt
= - (Ir + �M 11 )x (1) - �M 12P� (x( 2) )

� � � + x (1) (t - �) + �q( 1)

dx ( 2)
dt

= - 2x (2) - �M 21x (1) + (Il- r - �M 22 )P � (x (2) )

� � � + x (2) (t - �) + �q( 2)

( 4)

我们有如下结论:

定理 1 如果M 11是可逆矩阵,则系统 ( 4)存在平衡

点。

证明 如果系统 ( 4)有平衡点 x
*
= ( (x

*

(1) )
T
, (x

*

( 2) )
T
)
T

= (x
*

1 , x
*

2 , �, x
*

l )
T
, 则有

- �M 11x
*

(1) - �M 12P � (x
*

( 2) ) + �q1 = 0

- x
*

(2) - �M 21x
*

( 1) + ( Il- r - �M 22 )P � (x
*

(2) )

+ �q2 = 0

( 5)

由于M 11可逆,有

x
*

( 1) = - M
- 1

11M 12P � (x
*

( 2) ) + M
- 1

11 q1

x
*

( 2) = (�M 21M
- 1

11M 12 + Il- r - �M 22 )P � (x
*

( 2) )

� � � - �M 21M
- 1

11 q1 + �q2

( 6)

即系统 ( 4 )有平衡点的充要条件是方程 ( 6 )有解,因此

我们考虑变换

T
x ( 1)

x ( 2)

=
- M

- 1

11M 12

�M 21M
- 1

11M 12 + I l- r - �M 22

P � ( x ( 2) )

+
M

- 1

11 q( 1)

- �M 21M
- 1

11 q ( 1) + �q ( 2)
( 7 )

如果式 ( 7 )中变换 T有不动点,则不动点为式 ( 6 )

的解,即系统 ( 4 )有平衡点。下证 T 有平衡点。对式

( 7 )两边取范数,我们有

T
x (1)

x (2)

� [ M
- 1

11M 12

� + �M 21M
- 1

11M 12 + Il- r - �M 22
] P � (x ( 2) )

� + M
- 1

11 q ( 1) + �M 21M
- 1

11 q ( 1) + q ( 2)

� [ M
- 1

11M 12
+ �M 21M

- 1

11M 12 + I l- r - �M 22
] � L

� + M
- 1

11 q ( 1) + �M 21M
- 1

11 q ( 1) + q ( 2) = �

其中 L = max
i= 1, 2, �, l

{ d i , h i }。

易知 T: � � � 是一个连续映射,其中 � = { x x �

� , x � R
n
}, 而且 � 是一个凸集。显然, T将有界凸集

映射到有界凸集,根据不动点原理, T至少存在一个不

动点 x
*
, 使得

T
x
*

( 1)

x
*

( 2)

=
x
*

(1)

x
*

(2)

因此 x
*
是系统 ( 4 )的平衡点。

假设 x
*
是系统 ( 4 )的平衡点,令 y = x - x

*
, 则系

统 ( 4 )等价于:

dy( 1)
dt

= - (Ir + �M 11 )y (1) - �M 12Q� (y1( 2) )

� � � + y (1) ( t- �)

dy1(2)

dt
= - 2y1( 2) - �M 21y( 1)

� � � + (I l- r - �M 22 )Q� (y1(2) ) + y1(2) ( t- �)

( 8)

这里

y =
y ( 1)

y1( 2)

, y ( 1) = ( y1, y2, �, y r )

y1( 2) = ( yr+ 1, yr+ 2, �, y l )
T

Q� ( y1( 2) ) = P � ( y1( 2) + x
*

( 2) ) - P � (x
*

( 2) )

注意到 P �的定义,我们有 Q� ( 0 ) = 0, 再将 y1( 2) 重

新排列,仍用 y1( 2) 表示。把集合 I进行分解,有

I2 = { r + 1, r + 2, �, r + m }

I3 = { r + m + 1, r + m + 2, �, r + m + n }

I4 = { r + m + n + 1, r + m + n + 2, �, l}
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这里 m, n是两个非负的整数。使得

x
*

i =

< di, i � I2

x
*

i , i � I3

> hi, i � I4

令 y1( 2) = ( y
T

( 2), y
T

( 3) , y
T

( 4) )
T
, 其中:

y ( 2) = (y r+ 1, yr+ 2, �, yr+m )
T

y ( 3) = (y r+m+ 1, y r+m + 2, �, yr+m + n )
T

y ( 4) = (y r+m+ n+ 1, y r+ m+ n+ 2, �, y l )
T

因此系统 ( 8 )可以变为

dy ( 1)
d t

= - ( Ir + �M 11 ) y( 1) + A12Q� ( y ( 2) )

+ A13Q� ( y ( 3) ) + A14Q� (y ( 4) ) + y ( 1) ( t- �)

dy ( 2)

d t
= - 2y ( 2) + A 21y ( 1) + A22Q� ( y ( 2) )

+ A23Q� ( y ( 3) ) + A24Q� (y ( 4) ) + y ( 2) ( t- �)

dy ( 3)
d t

= - 2y ( 3) + A 31y ( 1) + A32Q� ( y ( 2) )

+ A33Q� ( y ( 3) ) + A34Q� (y ( 4) ) + y ( 3) ( t- �)

dy ( 4)

d t
= - 2y ( 4) + A 41y ( 1) + A42Q� ( y ( 2) )

+ A43Q� ( y ( 3) ) + A44Q� (y ( 4) ) + y ( 4) ( t- �)

( 9 )

这里

- �M 12 = (A 12, A 13, A 14 ), - �M 21 =

A 21

A 31

A 41

( Il- r - �M 22 ) =

A22A23A24

A32A33A34

A42A43A44

Q� (y1(2) ) = [Q� (y( 2) )
T
, Q� (y (3) )

T
, Q� (y( 4) )

T
]
T

记

k = m in {m in
i� I4

(x
*

i - hi ), m in
i� I2

(d i - x
*

i ) }

由 I分解可知 k > 0。

考虑系统 ( 2 )的初始条件为 x ( t0 + �) = �(�),

�� [ - �, 0 ] 其中 �(�)是有界连续函数,记

�- x
*

�
= sup

- �� �� 0
�(�) - x*

现假设初始值 �- x* �
< k, 根据初始值的解的

连续依赖性,存在一个 T, 使得对任何 t � [ t0, T ), 有

y i ( t) < k( i = 1, 2, �, l)。此时有 Q� ( y ( 2) ) � 0,

Q� ( y ( 4) ) � 0, 系统 ( 9 )可以变为:

dy (1)
dt

= - (Ir + �M 11 )y( 1) +A13Q� (y(3) ) + y( 1) (t- �)

dy (2)

dt
= - 2y(2) + A21y (1) + A23Q� (y (3) ) + y(2) ( t- �)

dy (3)

dt
= - 2y(3) + A31y (1) + A33Q� (y (3) ) + y(3) ( t- �)

dy (4)

dt
= - 2y(4) + A41y (1) + A43Q� (y (3) ) + y(4) ( t- �)

( 10)

我们有如下定理:

定理 2 如果对于系统 ( 10),若存在 �> 0、�> 0,

使得

�11 A
T

31 Ir 0A13

* ( �+ �- 4) I
l- r

0 I
l- r

A
33

* * - Ir0 0

* * * - Il- r0

* * * *- �Il- r

� 0

其中 �11 = ( 2- �- e
��
) Ir + � M 11 + M

T

11
, * 表示分块

对称矩阵的相应的对称块, 则系统 ( 1)的平衡点是指数

稳定的。

证明 先考虑系统 ( 10)的第一和第三个方程,即

dy ( 1)

d t
= - ( I

r
+ �M

11
) y

(1)
+ A

13
Q
�
( y

( 3)
)

� � � + y ( 1) ( t- �)

dy ( 3)
d t

= - 2y ( 3) + A 31y ( 1) + A 33Q� (y ( 3) )

� � � + y ( 3) ( t- �)

( 11 )

取 Lyapunov泛函为

V ( t, y t ) = y ( 1) ( t)
2 e
�( t- t 0) + y ( 3) ( t)

2 e
�( t- t0 )

+ �
t

t- �
y
2

( 1) ( s) e
�( s+ �- t0)

ds + �
t

t- �
y
2

( 3) ( s) e
�( s+ �- t0)

ds

泛函 V ( t, y t )沿系统 ( 11)的轨线求导,有

dV ( t, y t )

d t ( 11)

= � y (1) ( t )
2 e
�( t- t0)

+ � y ( 3) ( t )
2 e
�( t- t0)

+ 2e
�( t- t0 )

y
T

( 1) ( t)

� [ - ( Ir + �M 11 )y ( 1) + A 13Q� ( y (3) ) + y( 1) ( t- �) ]

+ 2e
�( t- t0 )

y
T

( 3) ( t)

� [ - 2y ( 3) + A31y (1) ( t ) + A 33Q � ( y (3) ) + y ( 3) ( t- �) ]

+ e
�( t- t 0)

[ e
��
y ( 1) ( t)

2 + e
��
y ( 3) ( t)

2

- y ( 1) ( t - �)
2 - y( 3) ( t - �)

2 ]

= e
�( t- t0)

{- y
T

( 1) ( ( 2 - �) Ir + �(M 11 + M
T

11 ) ) y
T

( 1)

+ 2y
T

( 1) ( t)A
T

31y 3 ( t) + 2y
T

( 1) ( t)y ( 1) ( t- �)
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+ 2y
T

( 1) ( t)A13Q� ( y ( 3) ( t) ) - ( 4 - �)yT( 3) ( t) y (3) ( t )

+ 2y
T

( 3) ( t)A33Q� ( y 3 ( t) ) + 2y
T

( 3) ( t) y (3) ( t - �) }

+ e
�( t- t 0)

[ e
��
y ( 1) ( t)

2 + e
��
y ( 3) ( t)

2

- y (1) ( t - �)
2 - y ( 3) ( t- �)

2 ]

= e
�( t- t0)

{ - y
T

( 1) ( ( 2 - �- e
��
) Ir + �(M 11 + M

T

11 ) )

� yT( 1) + 2y
T

( 1) ( t )A
T

31y ( 3) ( t) + 2y
T

( 1) ( t)y ( 1) ( t- �)

+ 2y
T

( 1) ( t)A13Q� ( y ( 3) ( t) ) - ( 4 - �)yT( 3) ( t) y (3) ( t )

+ 2y
T

( 3) ( t)A33Q� ( y ( 3) ( t) ) + 2y
T

(3) ( t )y ( 3) ( t- �) }

- e
�( t- t 0)

[ y ( 1) ( t - �)
2 + y( 3) ( t - �)

2 ] ( 12 )

根据 P � 的定义可知

Q� ( y ( 3) ( t) ) � y ( 3) ( t )

即

Q
T

� ( y ( 3) ( t) )Q � ( y (3) ( t ) ) � y
T

( 3) ( t)y ( 3) ( t)

于是,对任意 l > 0, 有

�e�( t- t0) [ - QT

� ( y ( 3) ( t) )Q� ( y ( 3) ( t ) )

+ y
T

( 3) ( t) y ( 3) ( t) ] � 0 ( 13)

将式 ( 13)代入式 ( 12),我们有

dV ( t, y t )

d t ( 11)

� e
�( t- t0)

X
T
( t ) �X ( t)

其中

X
T
(t) = (y

T

(1) (t), y
T

(3) (t), y
T

(1) (t- �), y
T

(3) (t- �), Q
T

� (y(3) (t))

� =

�11 A
T

31 Ir 0 A 13

* (�+ �- 4 ) Il- r 0 Il- r A 33

* * - Ir 0 0

* * * - Il- r 0

* * * * - �Il- r

由定理 2的条件可知,

dV ( t, y t )

d t ( 11)

� e
�( t- t0)X

T
( t ) �X ( t) � 0

即

V( t, y t ) � V ( t0, y t0 )

注意到

[ y (1) ( t )
2 + y ( 3) ( t)

2 ] e
�( t- t0 ) � V ( t, y t )和

V( t0, yt 0 ) = ( 1 + �e�� ) �- x
* 2

�

我们有

y ( 1) ( t ) � � �- x
*

�
e
-
�
2 ( t- t 0)

y ( 3) ( t ) � � �- x
*

�
e
-
�
2 ( t- t 0)

其中 � = 1 + �e��。

对于系统 ( 11)的第二个方程,利用常数变易法,有

y ( 2) ( t) = y ( 2) ( t0 ) e
- 2( t- t0)

+ �
t

t0
e
- 2( t- s)

[A21y ( 1) ( s)

+ A 23Q� ( y ( 3) ( s) ) + y ( 2) ( s- �) ] ds

两边取范数,有

y ( 2) ( t) � y ( 2) ( t0 ) e
- 2( t- t0)

+ �
t

t0
e
- 2( t- s)

[ A21 y ( 1) ( s)

+ A23 Q� (y ( 3) ( s) ) + y ( 2) ( s - �) ] ds

� � �- x
*

�
e
- 2( t- t0 )

+ �
t

t0
e
- 2( t- s)-

�
2 ( s- t0 )

[ A21
+ A23

+ e
��
] ds

� � 1 +
2( e

��
+ A 21

+ A23
)

4- �
�- x

*

�
e
-
�
2 ( t- t 0)

类似地,对于系统 ( 11)的第四个方程,有

y ( 4) ( t)

� � 1 +
2( e

��
+ A 41

+ A43
)

4- �
�- x

*

�
e
-
�
2 ( t- t 0)

设

� = � + �m ax
2 ( e

��
+ A 41

+ A 43
)

4- �
,

2 ( e
��
+ A 41

+ A 43
)

4- �

则有

y ( i) ( t ) � � �- x
*

�
e
-
�
2 ( t- t 0)

( i = 1, 2, 3, 4)

于是,我们取初始函数满足 �- x
*

�
<

k

�
, 对 � t �

t0, 具有 y ( i) ( t) < k( i = 1, 2, 3, 4 ), 所以,对 � t� t0,

均有

y ( i) ( t ) � � �- x
*

�
e
-
�
2 ( t- t 0) ( i = 1, 2, 3, 4)

表明系统 ( 4)的零解是指数稳定的,也就是说, 系

统 ( 1 )的平衡点是指数稳定的。

注: 在定理 2的条件中,与 A 12、A 14、A 21、A 22、A23、

A24、A 32、A 34、A41、A 42、A 43和 A 44无关,所以这些块上

的系数任意取时,不影响系统的稳定性。

3 结束语

本文研究了一类具有时滞的常系数投影神经网络

的稳定性问题,首先根据投影神经网络的特点, 将神经

网络的状态变量进行分块,使系统变为系统 ( 4)的形式,

通过 Gronw all不等式,给出了系统存在平衡点的充分条

件,然后再将系统 ( 4)进行分块,得到系统 ( 9) ,在适当的

初始条件下,系统 ( 9)变为系统 ( 10),对于系统 ( 10),通过

构造 Lyapunov泛函,导出了神经网络系统指数稳定性的

充分条件,我们所得到的稳定性条件仅与系数矩阵M 11、

A13、A 31和 A 33有关,与系数矩阵的其它块的系数无关,

显示了我们给出的条件具有很好的优越性。
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Exponential Stability of Projected NeuralNetworks System w ith the Delay

XU J in�kua i1, H UANG Yuan�qing2 , ZHONG Shou�m ing1

( 1. School ofAppliedM athem atics, Univers ity ofE lectron ic Science and T echno logy ofChina, Chengdu 610054, China;

2. School o fComputer Science, S ichuan Univers ity of Sc ience& Eng ineering, Z igong 643000, China)

Abstrac:t Stab ility problem o f projected neuralnetworks system w ith delay is studied. By d ividing the projected neural

networks system state varied into subgroups according to the characters of the pro jected neural networks, sufficient conditions

for exponential stability is derived from v ia constructing Lyapunov functiona.l T hose conditions su itable are associated w ith

som e init ial value and represented by som e b locks of the interconnection m atrix.
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