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� � 摘 � 要:文章研究一类食饵具常数投放且增长率含 h (x )的食饵 -捕食系统。利用常微分方程定

性和稳定性理论分析了平衡点的性态,借助 Dulac函数法得到了正平衡点全局渐近稳定的充分条件,

最后利用 P oincare- B end ix son环域定理和张芷芬唯一性定理,证明了极限环存在唯一的充分条件,并

给出了数值模拟结果。
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引 言

对生态系统如何进行合理的调控, 是人们非常感兴

趣的问题。近年来, 人们为了更为准确地预测实际情

况,已经开始深入研究各类食饵 � 捕食者的两种群模型

变化规律。

文献 [ 5] 研究了如下系统:

�x = x ( a - bx ) - ky x + h

�y = y ( - d + ke x )

给出了具次线性功能性反应函数的捕食系统的一些定

性结论。

文献 [ 6] 研究了如下系统:

�x = x ( a - b x - cx ) - �y x + h

�y = y ( - w + �e x )

给出了功能性反应函数为 x的捕食系统的一些定性结

论。

本文在文献 [ 5] 和文献 [ 6] 的基础上研究如下的

系统 ( 1) :

�x = x ( a - b x - cx - h(x ) ) - �y x + r

�y = y ( - w + k� x )

其中 a, b, c, �, w, k均为具有一定生物意义的正常数, r

� 0。a - b x - cx - h( x )代表食饵种群的相对增长率,

� x代表一个个体捕食者的捕食率; r代表食饵种群的

投放率; w代表捕食种群的自然死亡率; k代表捕食者的

转化率。设系统 ( 1 ) 中的 h( x )满足条件 h ( 0) = 0,

h
(m )

( x ) � 0, m = 1, 2及 x > 0。基于生态学意义,仅在

区域 � = { (x, y ) x > 0, y � 0}内考虑。

显然, x = 0是系统 ( 1)的无切线段,因此可以作变

换 x =
k� x

w
, y =

k�2y
2w

, 并仍以 x, y分别表示 x, y, 于是

可将系统 ( 1)化为系统 ( 2 ) :

�x = x (A - Bx - Cx
2
-

1

2
h(Dx

2
) ) - y +

R

x

� Q (x, y )

�y = wy ( - 1 + x ) � P (x, y )

其中

A =
a

2
, B =

bw

2k�
, C =

cw
2

2k
2 �2

D =
w

2

k
2�2

, R =
rk

2 �2

2w
2

1 平衡点分析

将 x = 1代人 P (x, y ) = 0解得:

y = A - B - C -
1

2
h (D ) + R

则当 A - B - C -
1

2
h (D ) + R � 0时,系统 ( 2 )有平衡



点 N ( 1, A - B - C -
1

2
h(D ) + R )。

将 y = 0代人 P (x, y ) = 0解得:

x (A - Bx - Cx
2
-

1

2
h (Dx

2
) ) +

R

x
= 0

令 �( x ) = x
2
(A - Bx - Cx

2
-

1

2
h(Dx

2
) ) + R, 则有

�( 1) = A - B - C -
1

2
h (D ) + R, �( 0) = R > 0

由 h (x ) - h( 0 ) = (x - 0) h�(�) (x > 0, 0 < �< x ), 有

h(x ) > 0, 从而

�(x ) < - x
4
(C +

B

x
-

A

x
2

-
R

x
4
) � - � (x � + � )

则至少存在一个正数 x1, 使得 �( x1 ) = 0。

��(x ) = x[ 2A - 3Bx - 4Cx
2
- h (Dx

2
) - Dx

2
h�(Dx

2
) ]

令 Z ( x ) = 2A - 3Bx - 4Cx
2
- h (Dx

2
) - Dx

2
h�(Dx

2
)则

有

Z ( 0 ) = 2A > 0

Z�(x ) = - 3B - 8Cx - 4Dxh�(Dx
2
) - 2D

2
x
3
h�(Dx

2
) < 0

所以只存在一个正数 x0, 使得 Z (x0 ) = 0。当 0 < x � x0

时, ��(x ) > 0;当 x > x0时, ��(x ) < 0。从而存在唯一

一个正数 x1, 使得 �(x1 ) = 0。故系统 ( 2) 有平衡点

E (x1, 0)。

引理 1�1 当 �( 1) � 0时,系统 ( 2 )有两个平衡点

E (x1, 0), N ( 1, �( 1 ) ) ;当 �( 1) < 0时,系统 ( 2)只有

一个平衡点 E ( x1, 0)。

下面分析平衡点的性质:记M =

�P
�x

�P
�y

�Q
�x
�Q
�y

对于平衡点 E ( x1, 0),

D etM = - w (x
1
- 1) [Bx

1
+ 2Cx

1
+

Dx1h�(Dx1 ) +
R

x1

]

T rM = - [Bx1 + 2Cx1 + Dx1h�(Dx1 ) +

R

x1

] + w ( x1 - 1 )

对于平衡点 N ( 1, �( 1 ) ),

D etM = w�( 1) > 0

T rM = A - 2B - 3C -
1

2
h (D ) - Dh�(D ) - R

引理 1�2 ( 1 )当 x1 > 1时,平衡点 E (x1, 0)是鞍

点;当 x1 < 1时,平衡点 E (x1, 0)是稳定点。

( 2 )当 A - 2B - 3C -
1

2
h (D ) - Dh�(D ) - R < 0时,

平衡点 N ( 1, �( 1 ) )是局部渐近稳定点;当 A- 2B - 3C -

1

2
h(D ) - Dh�(D ) - R > 0时,平衡点 N ( 1, �( 1 ) )是不

稳定点。

下面在 �( 1) > 0且 x1 > 1的条件下讨论系统 ( 2)

的极限环。

定理 1 当 A - 2B - 3C -
1

2
h (D ) - Dh�(D ) - R �

0且 - 6A + 12B + 12C + 3h (D ) + 3Dh�(D ) - 12D 2h�(D )

- 4D
3
h�(D ) < 0时,正平衡点 N ( 1, �( 1 ) ) 为全局渐近

稳定的平衡点。

证明 做 Dulac函数 B (x, y ) = y
�
(见文献 [ 7] ),

则

� (PB )

�x +
� (QB )

�y = x
- 2

y
�
[Ax

2
- 2Bx

3
- 3Cx

4
-

1

2
x
2
h(Dx

2
) - Dx

4
h�(Dx

2
) -

R + w (�+ 1) ( x3 - x2 ) ]

记 m ( x ) = A x2 - 2Bx3 - 3Cx4 -
1

2
x2h(Dx2 ) -

Dx
4
h�(Dx

2
) - R + w (�+ 1) (x

3
- x

2
)

m ( 1) = A - 2B - 3C -
1

2
h (D ) - Dh�(D ) - R � 0

下证 x = 1为 m (x )的最大值点。

m �( 1) = 2A - 6B - 12C - h(D ) - 5Dh�(D ) -

2D
2
h�(D ) + w (�+ 1 ) = 0

因此取

�= - [ 2A - 6B - 12C - h(D ) - 5Dh�(D ) -

2D
2
h�(D ) ] /w - 1

则可使 x = 1为 m (x )的唯一驻点。

m �( 1) = - 6A + 12B + 12C + 3h(D ) + 3Dh�(D ) -

12D
2
h�(D ) - 4D

3
h�(D ) < 0

故 x = 1为最大值点,从而
�(PB )

�x
+
�(QB )

�y
� 0。

由 Dulac定理知:

当 A - 2B - 3C -
1

2
h (D ) - Dh�(D ) - R < 0且 - 6A

+ 12B + 12C + 3h(D ) + 3Dh�(D ) - 12D
2
h�(D ) -

4D
3
h�(D ) < 0时,系统 ( 2)在 � 区域内无闭轨线。又

由引理 2知: 正平衡点 N ( 1, �( 1 ) )为全局渐近稳定的

平衡点。

2 极限环的存在性和唯一性

因为 x = 0为系统 ( 1)的无切直线。当 x > 0时,我
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们将系统 ( 1)改写成如下系统 ( 3 ) :

�x = � x [
x ( a - b x - cx - h( x ) ) + r

� x
- y ]

= �(x ) [�(x ) - y ]

�y = ky (-
w

k
+ � x ) = ky (�(x ) - d )

其中

�(x ) =
x (a - b x - cx - h (x ) ) + r

� x

�(x ) = � x, d =
w

k

y0 = �(x0 ), x0 =
w

�k

2

��(x ) =
1

�
[

a

2 x
- b -

3c

2
x -

h( x )

2 x
-

xh�(x ) -
r

2 xx
]

��(x0 ) =
k

w
[A - 2B - 3C -

1

2
h(D ) - Dh�(D ) - R ]

定理 2 当 ��( x0 ) > 0和 y0 > 0时,系统 ( 3)在 �

= { (x, y ) x > 0, y � 0 }上围绕 (x0, y0 )至少存在一个

稳定的极限环。

证明 由 ��( x0 ) > 0及 ��(x ) 的连续性, 知存在

(x0, y0 )的领域 U � �, 使得对任意的 ( x, y ) � U, 总有

��( x ) > 0。现对系统 ( 3 )取 Lyapunov函数:

V( x, y) = k�
x

x 0

�(x ) - �(x0 )

�( x )
dx + �

y

y 0

y - y0

y
dy

其中 ( x, y ) � U, 显然 �
y

y0

y - y0

y
dy > 0, 而由

��( x ) =
�

2 x
> 0(x > 0)

有

(x - x0 ) [
�(x ) - �(x0 )

�( x )
] > 0 (x � x0 )

因此 V (x, y ) > 0, ( x, y ) � U \ (x0, y0 )。对 V (x, y )沿系

统 ( 3)求导得:

dV

dt ( 3)
=

dV

dx
�

dx

dt
+

dV

dy
�

dy

d t

= k [�( x ) - �(x0 ) ] [ �(x ) - �(x0 ) ]

= k��(�)��( �) (x - x0 )
2

其中 (x, y ) � U, �, �落在以 (x0, y0 )为心的某一去心领

域内,所以有
dV

d t ( 3)
� 0且

dV

dt ( 3)
= 0的集合上除了

(x0, y0 )外无整条轨线。故 (x0, y0 )为不稳定点。

Poincare- Bendixson环域的外境界线 L由如下线段

构成:

L 1 � x = 0, 则
dL 1

d t ( 3)
=

dx

dt x= 0
= r > 0, 系统 ( 3)

穿过 L 1的轨线从左至右; L 2 � y = 0为系统 ( 3 )的轨

线; L 3 � x - x1 = 0, 0 � y � F, 其中

F = m ax
x � [x 0, x 1 ]

�( x )

dL 3

d t ( 3)
=

dx

d t x= x1
= - �y x1 < 0,

因此 L3 � x - x1 = 0为系统 ( 3 )的无切线段,且穿过 L 3

的轨线从右至左; L 4为如下模型:

�x = �(x ) (F - y )

�y = ky (�(x ) - d )
( 4 )

以 ( x1, F )为起点的轨线有唯一的正平衡点 (x0, F )。当

x > x0, y > F时,
dy

dx (4)
< 0。因此模型 ( 4)过 (x1, F )的

轨线单调递减且与 x = x0相交于 ( x0, G ), 记此段轨线

为 L4。这时 G > F。再过 (x0, G )作水平线段 L 5 � y - G

= 0。因为 ��( x ) > 0 (x > 0 ), 所以当 x < x0时, �( x )

< �( x0 ) = d从而
dL 5

d t ( 4)
=

dy

dt y= g
= kG [�(x ) - d ] <

0且穿过 L5的轨线从上至下。下面讨论模型 ( 4 )穿过

L 4的轨线的走向,在 L4上有:

�x
( 3) = �(x) [�(x) - y ] < �(x ) [F - y] = �x

(4)
< 0

�y
( 3)

= �y
( 4)

= ky [�(x ) - d ] > 0

因此, L 1, L 2, L 3, L4, L 5 构成系 统 ( 3) 的 Poincare -

Bendixson环域的外境界线,且穿过边界的轨线均从外至

内。由 Po incare- B endix son环域定理知,系统 ( 3 )在 �

= { (x, y ) x > 0, y � 0 }上围绕 (x0, y0 )至少存在一个

稳定的极限环。

因为 A - 2B - 3C -
1

2
h(D ) - Dh�(D ) - R > 0与

��( x0 ) > 0等价; �( 1) > 0与 y0 > 0等价,因此得到下

面的这个定理。

定理 3 当 A - 2B - 3C -
1

2
h (D ) - Dh�(D ) - R >

0 且 �( 1) > 0 时, 系 统 ( 1 ) 在 � = { ( x,

y ) x > 0, y � 0}上围绕正平衡点 N ( 1, �( 1) )至少存

在一个稳定的极限环。

定理 4 当 A - 2B - 3C -
1

2
h(D ) - Dh�(D ) - R >

0且 �( 1) > 0时,系统 (1)在 � = { (x, y ) x > 0, y � 0 }

上围绕正平衡点 N ( 1, �( 1 ) ) 存在唯一一个稳定的
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极限环。

证明 对系统 ( 2 )作变换 x = x + 1, y = y + �( 1),

并仍以 x, y分别表示新的变量 x, y, 则有系统 ( 5 ) :

dx

dt
= ( x + 1) [A - B (x + 1 ) - C (x + 1 )

2
-

1

2
h (D ( x + 1 )

2
) ) ] - (y + �( 1) ) +

R

(x + 1)

dy

dt
= w (y + �( 1) ) x

再令 x = u, y + �( 1 ) = �( 1) e
v
, 则系统 ( 5 )可化为:

du

dt
= - F ( u) - � (v )

dv

dt
= g( u )

( 6 )

其中:

F ( u) = - A ( u + 1) + B (u + 1 )
2
+ C ( u + 1)

3
+

1

2
( u + 1 )h (D ( u + 1)

2
) ) ] -

R

( u + 1)
+ � ( 1 )

� ( v ) = �( 1 ) ( e
v
- 1 ), g( u) = wu

f (u ) = F�( u)

= - A + 2B (u + 1) + 3C(u + 1)
2
+

1

2
h(D ( u+ 1)

2
) +

D (u + 1 )
2
h�(D ( u + 1 )

2
) +

R

(u + 1 )
2

下面验证系统 ( 6)满足张芷芬唯一性定理的条件

� ug (u ) = wu
2

> 0( u � 0 )

G ( u) = �
u

0
g (u )du =

w

2
u2

G ( - � ) = + � , G ( + � ) = + �

� � ( 0) = 0, v� (v ) = �( 1) v ( e
v
- 1) > 0( v > 0)

� (- � ) = - �(1), � (+ � ) = + � , ��(v) = �(1)ev > 0

� F ( 0) = - A + B + C +
1

2
h(D ) - R + �( 1) = 0

f (0) = - A + 2B + 3C +
1

2
h(D ) + Dh�(D ) + R < 0

f ( u)

g( u)
�= 3C

w
+

1

wu
2
[A - 2B - 3C -

1

2
h (D ) -

Dh�(D ) - R ] +
R

wu
2

因为 A - 2B - 3C -
1

2
h (D ) - Dh�(D ) - R > 0

所以 f (u )

g (u )
�> 0其中 u > - 1且 u � 0,

由张芷芬唯一性定理知系统 ( 1) 在 � = { ( x,

y ) x > 0, y � 0}上围绕 N ( 1, �( 1 ) )存在唯一一个稳

定的极限环。

3 数值模拟

第 1种情况:

取 a = 6, b =
1

2
, c =

1

2
, h (x ) = x

3
2

, � = 4, r = 2,

w = 2, k =
1

2
得到了第一象限出发的轨线均无限趋近于

正平衡点 N ( 1, 3 )的相图。如图 1所示。

图 1 全局渐近稳定相图

第 2种情况:

取 a = 10, b =
1

2
, c =

1

2
, h( x ) = x

3

2

, �= 4, r = 2,

w = 2, k =
1

2

得到了正平衡点 N ( 1, 5)周围存在唯一一个稳定的

极限环的相图。如图 2所示。

图 2 极限环唯一相图

4 结束语

定理 1的结论说明在其参数条件下,两种群可以共

存,最终保持在平衡位置 N ( 1, �( 1) )。定理 4在满足其
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条件时,系统有一个稳定的极限环。这表明食饵种群与

捕食者种群均不会灭绝,它们的数量最终将处于一个稳

定的周期振荡状态。
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Qualitative Analysis of a K ind of Predator�Prey System

LUO T ing�you1
, LIU Q i�kuan1

, LI Ying�hui
2

( 1. Co llege o fM athem atics, Chengdu Un ivers ity of Inform ation T echnology, Chengdu 610225, Ch ina;

2. School o fM echanics and Engineering, Southwest Jiaotong Un ivers ity, Chengdu 610031, Ch ina)

Abstrac:t In this paper, w e study a qua litative analysis o fpredator�prey system w ith constant rate stocking and rate func�

t ion wh ich conta ins h( x). By using qualitative theory and stability theory in ordinary different ial equation, we ana lyze the

qualitative behavior of equilibrium points. And we f ind out the sufficient condition of global asymptotic stability of pos itive e�

quilibrium po ints. Then, by usingPoincare�B end ixson annular reg ion theorem and uniqueness theorem by Zhang Zhi�fen, we

prove the sufficient cond ition of the unique ex is itence of lmi it cycle. A t last, we g ive out the conclusions of the numerical smi �

ulation.

Key words: predator�prey system; equ ilibrium points; grow th rate; lmi it cycle
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