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一族由前缀码生成的极大自由幺子半群

雷 宇, 汪莉萍, 胡华碧

(贵阳医学院基础医学院, 贵阳 550004)

� � 摘 � 要:设 X
*
是由字母表 X生成的自由幺半群且 A是 X

*
的非空子集,如果 A � AX

+
= � , 则称

A是前缀码。设 {B 1, B2 }是 X的任意 2 � 划分, 令 A = B 2 � B 1 (X
i
\B

i

1 ) � E, i = 1, 2, 其中 E =

B
i+ 1

1 (B
0

1B 1 � B 2B 1 � B
2

2B 1 � � � B
M- 1

2 B 1 � B
M

2X ), M � 0。文章证明了 A是前缀码且幺半群 A
*
是自

由幺半群 X
*
的极大自由幺子半群。
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1 基本概念

极大自由幺子半群作为一类特殊的自由幺子半群

论,引起人们广泛研究兴趣。文献 [ 1 ]中赵平、李志敏给

出了自由幺半群 A* 的两类极大自由幺子半群; 文献

[ 2 ]中赵平、徐波对自由幺半群 A* 的两类极大自由幺

子半群进行了推广; 文献 [ 3- 4]中赵平、徐波分别给出

了自由幺半群 X* 的一族极大自由幺子半群;文献 [ 5 ]

中胡华碧得到了自由幺半群的一族新的极大自由幺子

半群。本文构造了自由幺半群的一族新的极大自由幺子

半群。

令 A是幺半群 S的任意非空子集,且 A
*
= { 1 } � A

� A
2 � � � An � �, 显然 A

*
是半群 S的子半群,称 A

*

是由 A生成的幺半群 S的子半群。

定义 1 设M 是幺半群 S的任意非空子集, 若M满

足: �u 1u2�un = v1 v2�vm , u1, u2, �un, v1, v2, �, vm �

M � m = n, u i = vi, i = 1, 2, �, n, 则称M是幺半群 S的

基,显然M
*
是 S的 幺子半群且 1 M。如果存在 S的一

个基 B, 使得 S = B
*
, 则称 S是自由幺半群。

令 X是一个字母表,称 X上的任意有限字母的排列

是一个字,特别地,用 1表示不含字母的空字.令 X
*
是 X

上所有的字的集合, 定义 X
*
上的二元运算为任意两个

字的连接运算,则 X
*
是由 X生成的自由幺半群,我们称

X
+
= X

*
\{ 1}是由 X生成的自由半群。令 L是 X

*
的非

空子集,称 L是 X
*
的一个语言。如果 L � LX

+
= � , 则

称 L是前缀码。如果语言 L是 X
*
的基,则称 L是码。如

果码 L满足:对任意 � � X +
\L, 有 L � { �}不是码,则

称 L是极大码。

定义 2 令 S是 X
*
的任意自由子半群,若 S满足:

对 X
*
的任意自由子半群 T, S � T, 那么 S = T或 T =

X
*
, 则称 S是 X

*
的极大自由子半群。

约定 对任意 x � X
*
, x

0
= 1, lg( x )表示 x所含 X

中字母的个数,称为 x的长度。对任意 A �X +
, 令 lg(A )

= m ax{ lg(x ): x � A }, TA = {x � X *
: � y � X*

,使 xy �

A }, T
C

A = X
*

\TA, 则显然 A � TA且 1 � TA。

本文未定义的术语及记法参见文献 [ 5 ]。

2 结果及证明

引理 1 若 A是前缀码,则 A是码。

证明 见文献 [ 5]。

引理 2 设 X, B 1, B 2, C同上, 则 C是一个前缀码且

X
*
= C

*
TC。

证明 由 C的定义易验证 C � CX
+
= � , 即 C是前

缀码。要证明 X
*
= C

*
TC。只需证明: X

+ � C*
TC。任意



取 x � X +
, 我们对 x的长度 lg(x )进行归纳证明。

( 1 )当 lg( x ) = 1, 由 C及 TC的定义易知 X � TC, 从

而 x � X � TC � C
*
TC。

( 2 )假设对任意 x � X
+
, lg(x ) � k, 有 x � C

*
TC。

当 lg(x ) = k + 1, 若 x � TC, 则显然有 x � TC � C
*
TC;

若 x � TCC, 由 C、TC和W x的定义知W x � C � � , 即存

在 y � C, z � X +
, 使 x = yz, 从而 lg( z) � k。由归纳假

设得 z � C* TC, 于是 x = yz � CC*
TC � C

*
TC。综上, X

*

= C
*
TC。

引理 3 {HT设 X, B 1, B 2, C同上, 则 C是一个极大

码。

证明 由引理 1、2知 C是一个码,因此只需证明: x

� X +
\C, C � {x }不是码。由引理 2知 x � C*

TC \C, 以

下分两种情形讨论:

情形 1 若 x � TC \C, 任意取 y � B 2 � C, 由 lg(C )

< � 知必存在 k � 2, 使 xy
k � T

C

C。由 C、TC和W xy
k的

定义知 Wxy
k � C � � , 于是存在 1 � k1 < k, xy

k1 � C。

令 � = (xy
k 1

) = x y�y
k 1个

, 这说明字 �在 C � { x }中的表

法不唯一,从而 C � { x }不是码。

情形 2 若 x � C
+
TC \C, 则存在 y � C

+
, z � T, 使

x = yz .若 z � C, 则 x在 C � {x }中的表法不唯一,从而

C � { x }不是码;若 z � TC \C, 由情形 1知存在 b � B 2 �

C, n � N, zb
n � C, 令 � = y ( zb

n
) = x b�b

n个
, 这说明

字 �在 C � { x }中的表法不唯一, 从而 C � { x }不是

码。

综上所述, C是一个极大码。

引理 4 设 D是一个码,则满足下列条件:

�f � X*
, D

*
f � D* � �, fD* � D* � � � f � D*

。

证明 见文献 [ 6]及引理 4。

定理 4 设X是一个字母表, {B 1, B 2 }是X的任意 2

� 划分, A = B 2 � B 1 (X
i
\B

i

1 ) � E, 其 中 E =

B
i+ 1

1 ( B
0

1B 1 � B 2B 1 � B
2

2B 1 � � � B
M- 1

2 B 1 � B
M

2X ), i

= 1, 2, M � 0, 则 A
*
是自由幺半群 X

*
的极大自由

幺子半群。

(注M = 0, E = B
N+ 1

1 (B
0

1B 1 � B
0

2X ) = B
N+ 1

1 X ; M =

1, E = B
N+ 1

1 (B
0

1B 1 � B
1

2X ) = B
N+ 1

1 (B 1 � B 2X ), B
i+ 1

1 B
0

1B 1

= B
i+ 2

1 )

证明 要证明 A
*
是自由幺半群 X

*
的极大自由幺子

半群, 即要证明:对 X
*
的任意自由子半群 D

*
, 其中 D

是码,若 A
* � D*

, 那么 A = D或 D = X。现设 D � X,

因 A � A* �D*
, 有 B 2 �D, 而由 X = B 1 � B 2知, B 1 \D

� � 。下面证明 A � D, 分以下步骤进行讨论:

( 1 ) 若 x
p � D, x � X, 则 x

q
D, p � q。事实上, x

q

� D, 令 � = xq�x qp个 = xp�xpq个 , 这说明字 �在 D中的表

法不唯一,与已知 D是码矛盾。

( 2 ) B 1 � D = �。若存在 x � B 1 � D, 则任意取 b1

� B
1
\D, b

2
� B

2
� D, 因 ( x i+ 1 ) b

1
� B i+ 2

1
� A � D* ,

b1 ( b
i

2 ) � B 1 (X
i
\B

i

1 ) � A � D*
, 由引理 4可推出 b1 �

D, 与 b1 � B 1 \D矛盾。

( 3 ) 对 � b1 � B 1, 有 b1 � D, i= 1, 2。事实上,若存

在 b1 � B 1, 使 b
i+ 2

1 D, 由 b
i+ 2

1 � B
i+ 2

1 � A �D
*
及 ( 2)知,

存在 2 � k < i+ 2, 使 b
k

1 � D。由 b
i+ 2

1 D, b
i+ 2

1 � B
i+ 2

1 �

A �D*
, 可知存在 d1, �, d r � D, r� 2, 使 b

i+ 2

1 = d 1�d r

。任意取 b2 � B 2 �D, 令 �= d1�dr b2�b2
k- 1个

= b
i+ 2

1 b2�b2
k- 1个

= b
k

1 ( b
i+ 2- k

1 b
k- 1

2 ), 由 b
i+ 2- k

1 b
k- 1

2 � B 1 (X
i
\B

i

1 ) � A � D*
,

这说明字 �在 D中的表法不唯一,与已知 D是码矛盾。

( 4) B
i+ 2

1 � D, i = 1, 2。任意取 x1, x2, �, x i+ 2 � B 1,

因 x1x
i+ 1

2 � B
i+ 2

1 � A � D
*
及 x

p

2 D, p � i + 2 (由 ( 1)、

( 3 )可得 ),可推出 x1x
i+ 1

2 � D, 于是 x1x2 D, 否则,任意

取 b2 � B 2 � D, 令 � = (x1x
i+ 1

2 ) b2 = (x1x2 ) ( x
i

2 b2 ), 因

x
i

2b2 � B 1 (X
i
\B

i

1 ) � A � D
*
, 这说明字 �在 D中的表法

不唯一,与 D是码矛盾。当 i = 1时,因 x1x2x3 � B
3

1 � A

� D
*
及 x1, x1x2 D可推出 x1x2x3 � D, 即 B

3

1 � D; 当 i

= 2时,因 x1x2x
2

3 � B
4

1 � A � D
*
及 x1, x1x2 D, x

p

2 D,

p � 4, 可推出 x1x2x
2

3 � D, 于是 x1x2x3 D, 否则,任意取

b2 � B 2, 令 � = (x1x2x
2
3 ) b2 b2 = ( x1x2x3 ) ( x3b2b2 ), 因

x3b2 b2 � B 1 (X
2
\B

2

1 ) � A �D
*
, 这说明字 �在 D中的表

法不唯一,与 D是码矛盾。因 x1x2x3x4 � B
4
1 � A �D* 及

x1, x1x2, x1x2x3 D, x
p

2 D, p � 4, 可推出 x1x2x3x4 � D,

即 B
4

1 � D。

( 5 ) 当 i = 2时, B 1X � D = �。任意取 � � B 1X,

即存在 b1 � B 1, x � X, 使 � = b1x。若 x � B 1, 则由 ( 4)

的证明过程可知 �= b1x D ;若 x � B 2且 � = b1x � D,

任意取 b2 � B 2 � D, 由 b1 (x b2 ), ( b1x ) b1 � B 1 (X
2
\B

2

1 )

� A � D*
, 由引理 4可推出 b1 � D, 与 ( 2)矛盾, 即 B 1X

� D = �。

( 6) B 1 (X
i
\B

i

1 ) � D, i= 1, 2。由 B 1 (X
i
\B

i

1 ) � A �

D
*
及 ( 1) ( 5 ),可以直接推出 B 1 (X

i
\B

i

1 ) � D。

( 7 ) E � D。以下分 3种情形:
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情形 1 M = 0时, E = B
i+ 1

1 X。由 B
i+ 1

1 X � A � D
*
及

B
p

1 D, p � i + 2 ( ( 4)的过程中已证 )可直接推出 E =

B
i+ 1

1 X � D。

情形 2 M = 1时, E = B
i+ 1

1 (B 1 � B 2X )。断言

B
i+ 1

1 B 2 � D = � , 若存在 x � B
i+ 1

1 B 2 � D, 任意取 b1 �

B 1, 因 x b1 � B
i+ 1

1 B 2X � E � A � D
*
及 b1 ( b

i

2 ) �

B 1 (X
i
\B

i

1 ) � A � D
*
, 由引理 4可推出 b1 � D, 与 ( 2)矛

盾。由 B
i+ 1

1 B 2X � E � A � D
*
及 B

p

1 D, p � i + 2 ( ( 4)

的过程中已证而 )可直接推出 B
i+ 1

1 B 2X � D, 再由 ( 4 )可

得 E = B
i+ 1

1 (B 1 � B 2X ) � D。

情形 3 M > 1时, 我们将证明 B
i+ 1

1 B
s

2 � D = � , 1

� s� M。若存在 x � B i+ 1

1 B
s

2 � D, 任意取 b1 � B 1, 因 x b1

� B i+ 1

1
B s

2
B

1
� E � A � D* 及 b

1
( b i

2
) � B

1
(X i \B i

1
) � A

� D
*
, 由引理 4可推出 b1 � D, 与 ( 2 )矛盾。再由

B
i+ 1

1 B
s

2B 1, B
i+ 1

1 B
M

2X � E � A �D
*
及 B

p

1 D, p � i + 2, 可

直接推出 B
i+ 1

1 B
s

2B 1, B
i+ 1

1 B
M

2X � D, 从而由 ( 4)可得 E �

D。

综上所述, A �D, 由引理 3可得, A = D。定理到此

得证。
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A Fam ilyM axim alFreeMonoid Generated by Prefix Code

LE I Yu, WANG L i�P ing, H U hua�bi
( Bas icM edicalCollege, Gu iyangM edicalUniversity, Gu iyang 550004, China)

Abstrac:t LetX
*

be the freem ono id generated by an alphabetX, and letA be nonempty subset ofX
*
. Let {B 1, B 2 } be

an arbitrary two�partition onX, and letA = B 2 � B 1 (X
i
\B

i

1 ) � E, i = 1, 2, whereE = B
i+ 1

1 (B
0

1B 1 � B 2B 1 � B
2

2B 1 � �

� B
M- 1

2 B 1 � B
M

2X ), M � 0. In this paper, w e show ed thatA be a prefix code and mono idA
*

bemaxmi al free submonoids o f

the freemono idX
*
.

Key words: language diagram; maxmi al code; maxmi a l free submono id
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