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� � 摘 � 要:文章在已有文献的基础上,利用反证法和构造序列的方法, 研究了一类二阶中立型时滞

差分方程的振动性与正解存在性,得到了此类方程振动与非振动的几个充分条件,推广并改进了已有

文献中关于此类振动性的结论,丰富了这类方程的研究结果,从而具有更广泛的应用性。
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引 言

随着计算机科学、生物数学及边缘科学的不断发

展,在科学研究和社会实践中提出了很多由时滞差分方

程描述的具体数学模型,例如在生物学中有着广泛应用

的著名的 Logistic方程

x�( t ) = rx ( t) ( 1-
x ( t)

k
)

特别是形如

�m (x ( n ) - bx ( n - �) ) + q ( n)x ( n - � ) = 0

形式的中立型差分方程,这类方程在生物种群动力学、

经济学及高速计算机电路的无损传输等问题中有着重

要作用,因而对时滞差分方程定性理论的研究吸引了大

批学者的广泛兴趣和高度关注
[ 1�7]
。申建华在文献 [ 6 ]

中研究了较一般的方程 �2 ( x ( n) - c(n )x ( n - m ) ) -

p ( n) x ( n - k ) = 0解的振动性,其中 c ( n) � 0, p (n ) >

0m, k, n0是给定的非负整数,且m � 1, 得到了方程振动

的几个充分性条件,推广和改进了文献 [ 5 ]的结果;韩振

来、郭书荣在文献 [ 7]中研究了带多个变滞量的二阶中

立型线性时滞差分方程

�2 [ x ( n) + �
m1

i= 1

p i (n )x ( n - k i ) ]

+ q( n) �
m 2

j= 1
[ x (n - �j ) ]

�j
sgnx ( n - �j ) = 0

的最终正解的存在性,并得出了其解振动的充分条件。

1 基本概念与引理

设 �为整数集, a, b � �( a < b ), 记 N ( a, b) = { a,

a + 1, a + 2, �, b}, N ( a) = {a, a + 1, a + 2, � }, N =

N ( 0)

考虑二阶中立型时滞差分方程

�2 [ x ( n) + �
m1

i= 1

p i (n )x ( n - k i ) ] +

q( n) �
m 2

j= 1
[ x ( n - �j ) ]

�j
sgnx ( n - �j ) = 0

( 1)

这里 { p i ( n) }, { q( n) }均为非负实数序列, ki, �j, �j,

( i � ( 1, m1 ), j � ( 1, m2 ) )均为非负正整数, �为向前

差分算子,且 �x ( n) = x ( n + 1 ) - x ( n)。

实序列 { x (n ) }称为方程 ( 1 )的一个解,若当 n � 0

时,此序列的各项满足方程 ( 1)。若当 n充分大时,有 xn

> 0, 称其为方程 ( 1)的最终正解。

方程 ( 1)的解 x ( n)称为振动的,如果它既不最终为

正,也不最终为负。否则,就称为非振动的。方程 ( 1 )称

为振动的,如果方程 ( 1 )的所有解都是振动的。

引理 1 设 x (n )是方程 ( 1 )的一个最终正解,令

z( n) = x (n ) + �
m 1

i= 1

p i ( n) x (n - k i ) ( 2)

则存在一个正数 n0, 对 n � n0, 最终有

�z (n ) � 0, z( n) > 0。

证明 因 x ( n)最终为正,所以存在充分大的自然数

n1 > n0, 使得当 n > n1时,有



x ( n) > 0, x ( n - �j ) > 0, ( j � ( 1, m2 ) )

由方程 ( 1 )和 ( 2)式可得

�2z (n ) + q (n) �
m 2

j = 1
[ x (n - �j ) ]

�j
sgnx ( n - �j ) = 0

进而有

�2z (n) = - q(n)�
m 2

j= 1
[ x(n - �j ) ]

�j
sgnx(n - �j ) � 0 ( 3)

由 ( 2 )式知 z (n ) � x (n ) > 0, 则对 n > n1, 有 �z ( n) >

0。否则存在一个 n2, 当 n2 > n0时,有 �z (n2 ) = - c (其

中 c为正 ),由 ( 3)式可知 {�z( n) }是不增函数,则有

�z (n ) � �z ( n2 ) = - c, n > n2

对上式两边从 n2到 n - 1求和,得

z( n) � z (n2 ) - (n - n2 ) c

所以有 lim
n� + �

z (n ) = - � , 这与 z ( n) > 0矛盾。所以假设

不成立,故 �z ( n) > 0。证毕。

2 主要结论与证明

定理 1 设方程 ( 1)满足条件

( 1 ) �
m 2

j = 1

�j为奇数;

( 2 ) 0 � sup
n �

m 1

i= 1

p i ( n) < 1, 且存在 n0, 当 n > n 0时,

有 lim
n� + �

sup�
n

t= n0

( �
m2

j= 1
[ 1- �

m 1

i= 1

p i ( t- �j ) ]
�j ) q ( t) = + � 则方

程 ( 1 )所有解振动。

证明 用反证法证明。

设方程 ( 1)存在一个最终有界正解 x ( n), 则一定存

在一个正整数 n0, 使得当 n�n0时有 x ( n- ki ) > 0, x ( n

- �j ) > 0, ( i � ( 1, m1 ), j � ( 1, m 2 ) )

由引理 1知

�2 z( n) � 0, �z ( n) > 0

z( n) > 0, n � n0

所以存在 c > 0, 使得

z( n - �j ) = x (n - �j ) + �
m 1

i= 1

p i (n - �j )x (n - �j - k i )

� c > 0, n � n0

记

f (x ( n) ) = �
m 2

j = 1
[ x ( n - �j ) ]

�j

由 x ( n)有界知 z( n)有界,那么一定存在正常数 m

和M, 使得对任意的 n � n0, 都有

m � z( n - �j ) � M, ( j � ( 1, m2 ) )

从而可知存在一个正常数 N, 使得

f ( z( n) ) = �
m 2

j = 1
[ z( n - �j ) ]

�j �N, n � n0 ( 4 )

由 ( 2 )式知

z(n- �j ) = x(n - �j ) + �
m1

i= 1

pi (n- �j )x(n - �j - ki ) ( 5 )

z( n) � x (n ) > 0

进而有

z( n - ki - �j ) � x ( n - ki - �j ) > 0,

( i � ( 1, m1 ), j � ( 1, m2 ) )

由 �z ( n) > 0知 z( n)单调递增,所以有 x (n- ki - �j ) �

z( n - ki - �j ) � z( ni - �j )将 ( 5)式带入方程 ( 1)有

�2 z( n) + q( n) �
m 2

j = 1
[ z( n - �j )

- �
m 1

i= 1

p i ( n - �j ) x (n - k i - �j ) ]
�j
= 0

从而有

�2 z( n) + q( n) �
m 2

j = 1
[ z( n - �j )

- �
m 1

i= 1

p i ( n - �j ) z (n - �j ) ]
�j � 0 ( 6 )

即

�2 z( n) + q( n) �
m 2

j = 1
[ z( n - �j ) ]

�j �
m2

j= 1
[ 1-

�
m 1

i= 1

p i ( n - �j ) ]
�j � 0

再结合 ( 4 )式可得

�2 z( n) + Nq( n) �
m2

j = 1
[ 1- �

m1

i= 1

p i (n - �j ) ]
�j � 0n � n0

对上式两边从 n0到 n求和,得

�z (n + 1 ) - �z (n 0 )

� - N �
n

t= n0

( �
m 2

j= 1
[ 1- �

m 1

i= 1

p i ( t- �j ) ]
�j
) q ( t)

所以

�
n

t= n0

( �
m2

j= 1
[ 1- �

m 1

i= 1

p i ( t- �j ) ]
�j
) q( t) �

1

N
�z( n0 )

这与条件 2矛盾,所以方程 ( 1)没有最终正解。由条件 1

知方程 ( 1 )也没有最终负解,所以方程 ( 1)振动。证毕。

当 m2 = 1时,方程 ( 1)化为

�2 [ x ( n) + �
m

i= 1

p i (n )x ( n - k i ) ]

+ q( n) [ x ( n - � ) ] � sgnx ( n - � ) = 0 ( 7)

有以下推论:

推论 假设方程 ( 7)满足下面条件

( 1 ) �为奇数;

( 2 ) 0 � sup
n �

m

i= 1

p i ( n) < 1, 且存在 n0, 当 n > n 0时,

有 lim
n� + �

sup�
n

t= n0

[ 1- �
m

i= 1

p i ( t - � ) ]
�
q( t) = + � , 则方程

( 7 )的所有解振动。

定理 2 假设方程 ( 1)满足下面条件

( 1 )若 p i ( n) = p i � 0, ( i � ( 1, m 1 ) )

( 2 ) �
m 2

j = 1

�j > 1;

( 3)存在一个正常数 c和 n3, 当 n > n3时, 使得

�
N

n= n3

cq( n) = + � , 则方程 ( 1)中的差分算子 �是振动
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的。

证明 设方程 ( 1)存在一个最终正解 x ( n), 使得

x ( n) > 0, 且 �x (n ) > 0 ( 8)

或

x ( n) > 0, 且 �x (n ) < 0 ( 9)

下证 ( 8 )式与 ( 9)式均不成立。

首先设 ( 8 )式成立,则 {x ( n) }单调递增,令

z( n) = x (n ) + �
m 1

i= 1

p i ( n) x (n - k i ),

y (n ) =
�z( n)

x ( n - � )

其中 � = max
1� j� m 2

( �j ) < + � 。由 x (n ) > 0知 x (n - � ) >

0, 所以一定存在一个常数 c > 0, 使得 x (n - � ) > c, 又

因为 �z ( n) � 0, 所以 y ( n) � 0。

因此

�y (n ) = x ( n - � )�2 z( n) - �z( n) �x ( n - � )
x ( n - � ) x (n - � + 1 )

� �2 z ( n)
x ( n - � )

� -
q ( n) �

m

j = 1
[ x ( n - �j ) ]

�j

x (n - � )

� - q( n) x ( n - � )�
m

2

j= 1

�j- 1 � - q (n ) c�
m

2

j= 1

�j- 1

对上式两边从充分大的 n1到 N求和得

y (N ) - y ( n1 ) � - q( n) �
N

n= n1

c�
m2

j= 1

�j- 1

令 N � + � , 得 q (n )�
+ �

n= n1

c�
m

2

j= 1

�j- 1
< y ( n1 ), 与条件 ( 3 )相

矛盾。

其次,设 ( 9 )式成立,则 {x ( n) }单调递减,且 �z ( n)

< 0, z ( n) > 0, 对

�2 z( n) = - q( n) �
m 2

j = 1
[ x ( n - �j ) ]

�j

两边从 n2到 n ( n > n2 )求和,得

�z (n ) - �z (n2 )

= - �
n

t= n2

q( t) �
m 2

j = 1
[ x ( t- �j ) ]

�j

� - �
n

t= n2

c�
m

2

j= 1
�j- 1
q( i) < 0

从而 lim
n� + �

z (n ) = - � , 这与 z( n) > 0矛盾。

因此 �x ( n) > 0和 �x (n ) < 0都不成立,也就是说

�x (n )既不最终为正也不最终为负。所以方程 ( 1 )中的

差分算子 �是振动的。证毕。
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On theO scillation of Solutions and Existence of Positive Solutions of
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Abstrac:t The osc illat ion o f so lutions and ex istence of pos itive solut ions of a kind of second order nertral de lay differerce

equations is studied in this paper, som e sufficient condit ions for oscillat ion of the equation are obtained bym ethod o f reduction

to absurdity and construct seria.l T hese results in the previous papers are expanded and mi proved. According ly, th is paper has

broader application.
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