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一类三阶三点边值问题正解的存在性

郑 婷，朱思念，关 琦

( 中国矿业大学理学院，江苏 徐州 221008)

摘 要:文章研究了一类三阶三点边值问题 u( t) = a( t) f( t，u( t) ) ，u( 0) = δu( η) ，u″( 1) = 0，

u'( 1) = 0 两个正解的存在性，首先给出该边值问题的格林函数，将边值问题的解的存在性转化为一

个积分算子的不动点的存在性，在适当的 Banach 空间中定义了一个锥，然后结合格林函数的性质，利

用 Krasnoselskii 不动点定理研究了该边值问题正解的存在性，给出了两个正解存在的充分条件。
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1 预备知识

常微分方程边值问题近年来获得了丰富的研究成

果
［1-2］，很多文献常常以不动点定理作为工具

［3-7］，文献

［3］用 Avery － Peterson 不动点定理研究了边值问题

u( t) = a( t) f( t，u( t) ) ，0 ＜ t ＜ 1
u( 0) = δu( η) ，u'( η) = 0，u″( 1) ={ 0

其中 δ∈ ( 0，1) ，η∈［1 /2，1) 是常数。受文献［3］的启

发用 Krasnoselskii 不动点定理研究边值问题

u( t) = a( t) f( t，u( t) ，u'( t) ，u″( t) ) ，0 ＜ t ＜ 1
u( 0) = δu( η) ，u'( 1) = 0，u″( 1) ={ 0

( 1)

其中 δ∈ ( 0，1) 是常数。假设 a( t) : ( 0，1) →［0，∞ ) ，

f: ［0，1］×［0，∞ ) →［0，∞ ) ，其中 a( t) ，f 都是连续的。
引理 1 边值问题

u( t) = y( t) ，0 ＜ t ＜ 1
u( 0) = δu( η) ，u'( 1) = 0，u″( 1) ={ 0

( 2)

有唯一解 u( t) = ∫
1

0
G( t，s) y( t) ds，

G( t，s) =

s2

2 + δs2

2( 1 － δ)
，s≤ t，s≤ η

－ t2

2 + ts + δs2

2( 1 － δ)
，t≤ s≤ η

s2

2 + δ( 2ηs － η
2 )

2( 1 － δ)
，η≤ s≤ t

－ t2

2 + ts + δ( 2ηs － η
2 )

2( 1 － δ)
，η≤ s，t≤













 s

( 3)

证明

u( t) = 1
2 ∫

t

0
( t － s) 2y( s) ds + At2 + Bt + C

u( 0) = C，u″( 1) = ∫
1

0
y( s) ds + 2A

u( η) = 1
2 ∫

η

0
( η － s) 2y( s) ds + Aη2 + Bη + C

u'( 1) = ∫
1

0
( 1 － s) y( s) ds + 2A + B

代入边值，可得

A = － 1
2 ∫

1

0
y( s) ds，B = ∫

1

0
sy( s) ds

C = δ
2( 1 － δ) ∫

η

0
( η － s) 2y( s) ds －

δ
2( 1 － δ) ∫

1

0
( η2 － 2ηs) y( s) ds

u( t) = 1
2 ∫

t

0
( t － s) 2y( s) ds － t2

2 ∫
1

0
y( s) ds +

t∫
1

0
sy( s) ds + δ

2( 1 － δ) ∫
η

0
( η － s) 2y( s) ds －

δ
2( 1 － δ) ∫

1

0
( η2 － 2ηs) y( s) ds。

当 t≤ η 时，

u( t) = ∫
t

0

s2

2 + δs2

2( 1 － δ( ))
y( s) ds +

∫
η

t
－ t2

2 + ts + δs2

2( 1 － δ( ))
y( s) ds +



∫
1

η
－ t2

2 + ts － δ( η2 － 2ηs)
2( 1 － δ( ))

y( s) ds

当 t≥ η 时，

u( t) = ∫
η

0

s2

2 + δs2

2( 1 － δ( ))
y( s) ds +

∫
t

η

s2

2 － δ( η2 － 2ηs)
2( 1 － δ( ))

y( s) ds +

∫
1

t
－ t2

2 + ts － δ( η2 － 2ηs)
2( 1 － δ( ))

y( s) ds

引理 2 记 g( s) = 1
2( 1 － δ)

min{ s2，η2 } ，则

δg( s) ≤ G( t，s) ≤ g( s) ( 4)

证明 当 s≤ t，s≤ η 时，G( t，s) ≤ g( s) 显然成立。

G( t，s) = s2

2 + δs2

2( 1 － δ) ≥
δs2

2( 1 － δ)

当 t≤ s≤ η 时，

G( t，s) = － t2

2 + ts + δs2

2( 1 － δ) ≤

s2

2 + δs2

2( 1 － δ)
= s2

2( 1 － δ)

G( t，s) = － t2

2 + ts + δs2

2( 1 － δ) ≥
δs2

2( 1 － δ)

当 η≤ s≤ t 时，

G( t，s) = s2

2 + δ( 2ηs － η2 )
2( 1 － δ) ≤

s2

2 + δs2

2( 1 － δ)
= s2

2( 1 － δ)

G( t，s) = s2

2 + δ( 2ηs － η2 )
2( 1 － δ) ≥ δη2

2( 1 － δ)

当 η≤ s，t≤ s 时，

G( t，s) = － 1
2 t2 + ts + δ( 2ηs － η2 )

2( 1 － δ) ≤

s2

2 + δs2

2( 1 － δ)
= s2

2( 1 － δ)

G( t，s) = － t2

2 + ts + δ( 2ηs － η2 )
2( 1 － δ) ≥ δη2

2( 1 － δ)

引理 3［8］
设 E 是一个 Banach 空间，K  E 是锥，

Ω1，Ω2 是 X 中有界开集，且 0∈Ω1Ω1Ω2，设 T: K∩

( Ω2 \Ω1 ) → K 是全连续算子，如果下列条件之一成立。

( 1) u ∈ K ∩ Ω1， Tu ≤ u ; u ∈ K ∩ Ω2，

Tu ≥ u 。

( 2) u ∈ K ∩ Ω1， Tu ≥ u ; u ∈ K ∩ Ω2，

Tu ≤ u 。

则 T 在 K∩ ( Ω2 \Ω1 ) 中至少存在一个不动点。

2 主要结果

设 E = C［0，1］，E 是 一 个 Banach 空 间， u =

sup
t∈［0，1］

| u( t) | ，定义锥 K E，

K = { u∈ E: u≥ 0，min
0≤t≤1

u( t) ≥ δ u }

边值问题( 1) 式的解 u( t) 可以表示成算子方程

u( t) = ∫
1

0
G( t，s) a( t) f( s，u( s) ) ds = Tu( t)

由( 3) 式及 f 的连续性很容易验证 T 是一个全连续算

子。

引理 4 T( K)  K。

证明 由于 G( t，s) ≥ δg( s) ≥ 0，所以 ( Tu) ( t) ≥

0。Tu( t) ≤ ∫
1

0
g( s) f( s，u( s) ) ds， 所 以 Tu( t) ≤

∫
1

0
g( s) a( t) f( s，u( s) ) ds。

Tu( t) ≥ ∫
1

0
δg( s) a( t) f( s，u( s) ) ds≥

δ∫
1

0
g( s) a( t) f( s，u( s) ) ds≥

δ Tu( t)

min
0≤t≤1

Tu( t) ≥ δ Tu( t)

所以 T( K)  K。

为行文方便记

f0 = lim inf
u→0 +

min
t∈［0，1］

f( t，u)
u

f 0 = lim sup
u→0 +

max
t∈［0，1］

f( t，u)
u

f∞ = lim inf
u→+∞

min
t∈［0，1］

f( t，u)
u

f ∞ = lim sup
u→+∞

max
t∈［0，1］

f( t，u)
u

N = δ2∫
1

0
g( s) a( s)( )ds

－1

M = ∫
1

0
g( s) a( s)( )ds

－1

( H1 ) f0 ＞ N，f∞ ＞ N

( H2 ) f 0 ＜ M，f ∞ ＜ M
( H3 ) 存在 p ＞ 0，使得当 0≤ u≤ p 及 0≤ t≤1 时，

f( t，u) ＜ Mp。
( H4 ) 存在 p ＞ 0，使得当 δp≤ u≤ p 及 0≤ t≤ 1

时，f( t，u) ＞ Nu。

定理 1 如果 ( H1 ) 和 ( H3 ) 成立，则边值问题( 1) 式

至少存在两个正解 u1 和 u2 且 0 ＜ u1 ＜ p ＜ u2 。

证明 由于 f0 ＞ N，可以找到 ε ＞ 0 以及 0 ＜ r0 ＜ p
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使得 f( t，u) ≥ ( N + ε) u，对t∈［0，1］，0≤ u≤ r0。

取 r∈ ( 0，r0 ) ，设 Ωr = { u∈K: u ＜ r} ，则对u

∈ Ωr 当 t∈［0，1］时，有 δr≤ u( t) ≤ r。

( Tu) ( η) = ∫
1

0
G( η，s) a( s) f( s，u( s) ) ds≥

( N + ε) δR∫
1

0
δg( s) a( s) ds ＞

NδR∫
1

0
δg( s) a( s) ds = r = u

所以

u∈ Ωr，Tu ＞ u ( 5)

由于 f∞ ＞ N，可以找到 ε ＞ 0 以及 H ＞ 0 使得 f( t，u) ≥
( N + ε) u，对t∈［0，1］，u ＞ H。

取 R ＞ R0 : = max{ H/δ，p} ，设 ΩR = { u∈ K: u ＜

R}。u∈ ΩR，当 t∈［0，1］时，有 u( t) ≥ δ u ＞ H，

( Tu) ( η) = ∫
1

0
G( η，s) a( s) f( s，u( s) ) ds≥

( N + ε) δR∫
1

0
δg( s) a( s) ds ＞

NδR∫
1

0
δg( s) a( s) ds = R = u

所以

u∈ ΩR，Tu ＞ u ( 6)

若 ( H3 ) 成立，设 Ωp = { u∈K: u ＜ p} ，对u∈

Ωp，当 t∈［0，1］，有 f( t，u) ＜ Mp，

( Tu) ( t) ≤ ∫
1

0
g( s) a( s) f( s，u( s) ) ds ＜

Mp∫
1

0
g( s) a( s) ds = p = u

所以

u∈ Ωp，Tu ＜ u ( 7)

由( 5) 式、( 6) 式和( 7 ) 式以及引理 3 的( 1 ) 和( 2 )

可以完成定理证明。

定理 2 如果 ( H2 ) 和 ( H4 ) 成立，则边值问题( 1)

式至少存在两个正解 u1 和 u2 且 0 ＜ u1 ＜ p ＜ u2 。

证明 由于 f 0 ＜ M，可以找到 ε ＞ 0 以及 0 ＜ r0 ＜

p 使得 f( t，u) ≤ ( M － ε) u，t∈［0，1］，0 ≤ u≤ r0。

取 r∈ ( 0，r0 ) ，设 Ωr = { u ∈ K: u ＜ r} ，u ∈

Ωr，当 t∈［0，1］时，有 δr≤ u( t) ≤ r。

( Tu) ( t) ≤ ∫
1

0
g( s) a( s) f( s，u( s) ) ds≤

( M － ε) r∫
1

0
g( s) a( s) ds ＜

Mr∫
1

0
g( s) a( s) ds = r = u

可得

u∈ Ωr，Tu ＜ u ( 8)

由于 f∞ ＜ M，可以找到 ε ＞ 0 以及 H ＞ 0 使得 f( t，

u) ≤ ( M － ε) u，对

t∈［0，1］，u ＞ H ( 9)

分两种情况进行考虑

( 1) 当 u∈［0，∞ ) ，max
t∈［0，1］

f( t，u) 是无界的则可以取

R ＞ r + p，使得 f( t，u) ≤ max
t∈［0，1］

f( t，R) ，对

u∈ ( 0，R］，t∈［0，1］ ( 10)

由于 max
t∈［0，1］

f( t，u) 在 u∈［0，∞ ) 上是无界以及( 9)

式和( 10) 式，当 u∈ K 和 u = R 可得

( Tu) ( t) ≤ ∫
1

0
g( s) a( s) max

t∈［0，1］
f( t，R) ds≤

( M － ε) R∫
1

0
g( s) a( s) ds ＜

MR∫
1

0
g( s) a( s) ds = R = u

可得 Tu ＜ u ，对u∈ ΩR。

( 2) 如果 max
t∈［0，1］

f( t，u) 在 u ∈［0，∞ ) 上是有界的，

设 f( t，u) ≤ L，对u≥0，t∈［0，1］。设 R ＞ p + L /M，

当 u∈ K 和 u = R

( Tu) ( t) ≤ ∫
1

0
g( s) a( s) f( s，u( s) ) ds≤

L /M ＜ R = u

设 ΩR = { u∈ K: u ＜ R} 无论哪种情形都有

u∈ ΩR，Tu ＜ u ( 11)

若 ( H4 ) 成立，f( t，u) ＞ Nu，对t∈［0，1］δp≤ u

≤ p，设 Ωp = { u∈ K: u ＜ p} ，对u∈Ωp，t∈［0，

1］，有

( Tu) ( η) = ∫
1

0
G( η，s) a( s) f( s，u( s) ) ds ＞

NδP∫
1

0
δg( s) a( s) ds = p = u

所以

u∈ Ωp，Tu ＞ u ( 12)

由( 8) 式，( 11) 式，( 12) 式及引理 3 的( 1) 和( 2) 可

以完成定理 2 证明。
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Existence of Positive Solutions for a Third-order Three-point Boundary Value Problem

ZHENG Ting，ZHU Si-nian，GUAN Qi
( 1． College of Science，China University Mining and Technology，Xuzhou 221008，China)

Abstract: We study the existence of two positive solutions for the third-order three-point boundary value problem，

u( t) = a( t) f( t，u( t) ) ，u( 0) = δu( η) ，u″( 1) = 0，u'( 1) = 0，the corresponding Green's function is given，we convert

the existence of solutions for the boundary value problem into the existence of fixed point of an integral operator equation． A

cone on a Banach space is well defined，by using Krasnoselskii's fixed point theorem combined with the properties of Green

function，we establish sufficient conditions for the existence of two positive solutions to the boundary value problem．

Key words: third-order three-point; Krasnoselskii's fixed-point theorem; positive solutions
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