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基 －可数亚紧空间

唐永帅１，高绍娟１，康素玲２

（１．成都理工大学应用数学系，成都 ６１００５９；２．合肥学院数学与物理系，合肥 ２３０６０１）

　　摘　要：文章引入了基－可数亚紧空间，获得了如下主要结果：（１）｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｎ是空间Ｘ的点有限闭覆
盖，每一闭集Ｆｉ（ｉ∈Ｎ）是相对于Ｘ的基－可数亚紧闭子空间，则Ｘ是基－可数亚紧空间。（２）设ｆ：Ｘ→
Ｙ是基－可数亚紧映射，ω（Ｘ）≥ω（Ｙ），如果Ｙ是正则的基－可数亚紧空间，那么Ｘ是基－可数亚紧空
间。
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引 言

ＰｒｏｔｅｒＪ．Ｅ在文献［１］中定义了基 －仿紧空间，并研

究了基－仿紧空间的性质。本文在基 －仿紧空间基础

上给出了基－可数亚紧空间的定义，并对基 －可数亚紧

空间的有关性质进行了初步的探讨。文中用 Ｎ表示自

然数集，｜Ａ｜表示集合Ａ的势，ω（Ｘ）表示空间Ｘ基底

的最小势，简称为拓扑势。（∪）Ａ和Ｎ（Ａ）分别表示集合

｛Ｕ∈∪：Ｕ∩Ａ≠｝和集合Ａ的开邻域；特别（∪）ｘ和

Ｎ（ｘ）分别表示集合 （∪）｛ｘ｝ 和 Ｎ（｛ｘ｝）的开邻域。

Ｓｔ（Ａ，∪）＝∪（∪）Ａ，Ｓｔ（ｘ，∪）＝∪（∪）｛ｘ｝。文中所

有映射均为连续满射，用 ｆ表示。其它未作特殊声明的

拓扑学术语见文献［２，３］。

定义１ 空间Ｘ的集族∪称为局部有限的，如果对

任意ｘ∈Ｘ，存在ｘ的邻域Ｏｘ至多与∪中有限个元相

交。或者，ｘ∈Ｘ，Ｏｘ∈Ｎ（ｘ），有｜（∪）Ｏｘ｜＜ω。

定义２ 空间Ｘ的集族∪称为点有限的，ｘ∈Ｘ，

有有｜（∪）ｘ｜＝｜（∪）｛ｘ｝｜＜ω。

定义３ 空间Ｘ的基底的最小势，称为拓扑势，记为

ω（Ｘ）。

定义４ 集族∨和∪ 都是集合 Ｘ的覆盖，如果对

Ｖ∈∨，Ｕ∈∪，使得 Ｖ Ｕ成立，称集族 ∨ 是 ∪

的部分加细；如果还满足∪Ｖ＝∪Ｕ，则称∨是∪的加

细。

定义５ 空间Ｘ称为基 －仿紧空间，如果存在 Ｘ的

一个基Ｂ，有｜Ｂ｜＝ω（Ｘ），对于Ｘ的每一开覆盖∪，都

存在Ｂ′Ｂ，使得Ｂ′是∪的局部有限的开加细。

定义６ 空间Ｘ称为基 －亚紧空间，如果存在 Ｘ的

一个基Ｂ，有｜Ｂ｜＝ω（Ｘ），使得对于 Ｘ的每一开覆盖

∪，都存在Ｂ′Ｂ，使得Ｂ′是∪的点有限的开加细。

定义７ 空间Ｘ称为基 －可数亚紧空间，如果存在

Ｘ的一个基Ｂ，有｜Ｂ｜＝ω（Ｘ），使得对于Ｘ的每一可数

开覆盖∪，都存在Ｂ′，使得Ｂ′是∪的点有限的开加

细。

定义８ 空间Ｘ的子集Ｍ称为相对于Ｘ是基－可数

亚紧的，如果存在Ｘ的一个基Ｂ，有｜Ｂ｜＝ω（Ｘ），使得

对于Ｍ在Ｘ中的每一可数开覆盖∪（即Ｘ中的开集族

覆盖Ｍ），都存在Ｂ′Ｂ，使得Ｂ′是∪的点有限的部分

开加细并且Ｍ∪Ｂ′。

定义９ 称映射ｆ：Ｘ→Ｙ为基－可数亚紧映射，如果

存在Ｘ的基Ｂ，满足｜Ｂ｜＝ω（Ｘ），并且对于任意的ｙ∈

Ｙ以以及ｆ－１（ｙ）在Ｘ中的任意可数开覆盖∪，都存在ｙ



的开邻域Ｏｙ和∪的部分加细ＢｙＢ，使得ｆ
－１（Ｏｙ）∪

Ｂｙ，并且Ｂｙ在ｆ
－１（Ｏｙ）处点有限。

引理１ 基－可数亚紧空间Ｘ的闭子集Ｍ相对于Ｘ

是基－可数亚紧的。

证明 设 Ｘ是基 －可数亚紧空间，Ｍ是 Ｘ的闭子

集，Ｂ是Ｘ的基，有｜Ｂ｜＝ω（Ｘ），令∪是Ｍ在Ｘ中的

任一可数开覆盖，则∪∪｛Ｘ＼Ｍ｝是Ｘ的可数开覆盖，由

Ｘ是基－可数亚紧空间，所以存在Ｂ′Ｂ，使得Ｂ′是开

覆盖∪∪｛Ｘ＼Ｍ｝在Ｘ中的点有限加细，则 Ｗ ＝｛Ｂ∈

Ｂ′：Ｂ∩ Ｍ≠ ｝是 ∪ 的点有限的部分开加细，并且

Ｍ∪Ｗ。

１ 主要结论和证明

定理１ 设Ｘ是基－可数亚紧空间，Ｍ是Ｘ的闭子

集，并且满足 ω（Ｘ）＝ω（Ｍ）则 Ｍ是基 －可数亚紧空

间。

证明 由引理１知Ｘ的闭子集Ｍ相对于Ｘ是基－可

数亚紧的，因为 Ｍ Ｘ，Ｍ是 Ｘ的闭集，并且满足

ω（Ｘ）＝ω（Ｍ），所以Ｍ是基－可数亚紧空间。

定理２ 设｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｎ是空间Ｘ的点有限闭覆盖，每一

闭集Ｆｉ（ｉ∈Ｎ）是相对于Ｘ的基－可数亚紧闭子空间，

则Ｘ是基－可数亚紧空间。

证明 设Ｘ＝∪
ｉ∈Ｎ
Ｆｉ，其中每个Ｆｉ都是相对于Ｘ的基

－可数亚紧的闭子空间。对ｉ∈Ｎ，Ｘ的的的基Ｂｉ，

满足Ｆｉ都是相对于Ｘ是基－可数亚紧的。令Ｂ＝∪ｉ∈ＮＢｉ，

则Ｂ是Ｘ的基，并且满足｜Ｂ｜＝ω（Ｘ）。Ｂ是使得对每个

ｉ∈ Ｎ，Ｆｉ相对于 Ｘ是基 －可数亚紧的基。设 ∪＝

｛Ｕｉ｝ｉ∈Ｎ是Ｘ的任一可数开覆盖，对ｘ∈Ｘ，取Ｏｉ（ｘ）

Ｕｉ，使得ｘ∈Ｏｉ（ｘ），即｛ｘ｝Ｏｉ（ｘ），ｉ（ｘ）＝ｉ，Ｕｉ∈∪。因

｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｎ是点有限，不妨设 ｘ∈ Ｏｉ（ｘ），有 ｜（Ｆｉ）ｘ｜＝｜

（Ｆｉ）｛ｘ｝｜＜ω。令∨＝｛Ｏｉ（ｘ）：ｘ∈Ｘ，ｉ（ｘ）＝ｉ｝ｉ∈Ｎ，则∨

是Ｘ可数开覆盖且加细∪。对每个ｉ∈Ｎ，由于Ｆｉ相对

于Ｘ的基Ｂ是基 －可数亚紧的，则存在 Ｂ′ｉ Ｂ，使得

Ｂ′ｉ在 Ｘ中是点有限的部分开加细∪并且满足 Ｆｉ∪

Ｂ′ｉ。令Ｂ′＝∪ｉ∈ＮＢ′ｉＢ，下证Ｂ′是Ｘ的点有限族且加细

∪。事实上，对 ｉ＞ｎ，（ｎ∈ Ｎ）有 Ｏｎ（ｘ）∩ Ｂ′ｉ ＝

（Ｏｎ（ｘ）∈∨）。否则，存在某一个ｉ，使得Ｏｎ（ｘ）∩Ｂ′ｉ≠

，又因为 Ｆｉ∪ Ｂ′ｉ，所以 Ｏｎ（ｘ）∩ Ｆｉ≠ ，这与

｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｎ是点有限的相矛盾。因此，Ｂ′是Ｘ的点有限族。

又Ｘ＝∪
ｉ∈Ｎ
Ｆｉ∪ｉ∈ＮＢ′ｉ，即Ｂ′＝∪ｉ∈ＮＢ′ｉ加细∪。

定理３ 空间Ｘ是基－可数亚紧的当且仅当存在Ｘ

的一个开基Ｂ，有｜Ｂ｜＝ω( )Ｘ，对于Ｘ的每个可数开覆

盖∪ ＝｛Ｕｉ｝ｉ∈Ｎ，都存在Ｂ′Ｂ，使得Ｂ′＝｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是

∪的点有限的开加细，并且满足ＢｉＵｉ。

证明 （）假设 ∪＝｛Ｕｉ｝ｉ∈Ｎ是基 －可数亚紧空

间Ｘ的可数开覆盖，则存在一开基 Ｂ，有｜Ｂ｜＝ω（Ｘ），

使得Ｂ′Ｂ是∪的点有限的开加细。令Ｂ′＝｛Ｂ｝，对

每一个Ｂ∈ Ｂ′，满足 Ｂ Ｕｉ。构造 Ｂｉ ＝∪ ｛Ｂ：Ｂ∈

Ｂ｝，则｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是点有限的。否则，设 ｘ∈ Ｘ，Ｏｘ
与｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ中的可数无限个Ｂ１，Ｂ２，…相交。由Ｂｉ＝∪

｛Ｂ：Ｂ∈Ｂ｝，则存在无限多个Ｂ∈Ｂｉ与Ｏｘ中的ｘ相

交，这与 Ｂ′＝｛Ｂ｝是点有限的集族相矛盾。所以

｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是点有限的。显然 ｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ加细 ∪，并且满足

ＢｉＵｉ。（）因为Ｂ′Ｂ，Ｂ′＝｛Ｂｉ｝ｉ∈Ｎ是∪的点有

限的可数开加细，所以Ｘ是基－可数亚紧空间。

定理４ 设ｆ：Ｘ→Ｙ是基－可数亚紧映射，ω（Ｘ）≥

ω（Ｙ），如果Ｙ是正则的基－可数亚紧空间，那么Ｘ是基

－可数亚紧空间。

证明 设ＢＹ是Ｙ的满足基－可数亚紧的基，ＢＸ是Ｘ

的对于ｆ满足基－可数亚紧的基，令Ｂ＝ＢＸ∩ｆ
－１（ＢＹ），

则Ｂ为Ｘ的基。由ω（Ｘ）≥ω（Ｙ）得到｜Ｂ｜＝｜ＢＸ｜＝

ω（Ｘ）。下面证明Ｂ是Ｘ的满足基 －可数亚紧的基。设

∪是Ｘ的可数开覆盖。因为ＢＸ是Ｘ的对于ｆ满足基－

可数亚紧的基，所以对任意的ｙ∈Ｙ以。存在ｙ的开邻域

Ｏｙ和∪的部分加细ＢｙＢＸ，满足ｆ
－１（Ｏｙ）∪Ｂｙ，并

且 Ｂｙ在Ｘ中的ｆ
－１（Ｏｙ）处点有限。因为Ｙ是正则空间，

那么存在ｙ的开邻域Ｖｙ，满足ｙ∈Ｖｙ珔ＶｙＯｙ，从而有

ｆ－１（ｙ） ｆ－１（Ｖｙ） ｆ
－１（珔Ｖｙ） ｆ

－１（Ｏｙ）∪ Ｂｙ。记

∨ ＝｛Ｖｙ：ｙ∈Ｙ｝，则∨
 覆盖Ｙ。由于Ｙ是基 －可数

亚紧空间，不妨设 ∨ 是可数的开覆盖，则存在一个

Ｂ′Ｙ ＢＹ是 ∨
 点有限的开加细，令 Ｂ′Ｙ ＝｛Ｂ′ｓ：ｓ∈

Ｎ｝。对任意ｓ∈Ｎ，选取一个ｙｓ∈Ｙ，使得Ｂ′ｓＶｙｓ。构

造集族 Ｂ′＝∪ ｛Ｂｙｓ∩ ｆ
－１（Ｂ′ｓ）：Ｂｙｓ∈ Ｂｙｓ，Ｂ′ｓ∈ Ｂ′Ｙ，

ｓ∈Ｎ｝，则 Ｂ′ Ｂ并且 Ｂ′开加细 ∪。下面证明 Ｂ′是

点有限的。事实上，ｆ－１（Ｂ′Ｙ）在 Ｘ中是点有限的。若

不然，假设存在 ｘ０∈ Ｘ包含在 ｆ
－１（Ｂ′Ｙ）的无限多个元

中，不妨设这无限多个元为可数无限个，即 ｘ０∈

ｆ－１（Ｂ′ｉ），Ｂ′ｉ∈ Ｂ′Ｙ，ｉ∈ Ｎ 则 有 ｙ ＝ ｆ（ｘ０） ＝
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ｆ（ｆ－１（Ｂ′ｉ））＝Ｂ′ｉ，ｉ∈Ｎ，这与Ｂ′Ｙ在Ｙ中是点有限的

相矛盾。对 ｘ∈ Ｘ，存在有限集 Ｎｘ Ｎ，使得 ｘ∈

ｆ－１（Ｂ′ｓ），Ｂ′ｓ∈Ｂ′Ｙ，ｓ∈Ｎｘ，对任意ｓ∈Ｎｘ，由Ｂ′ｓＶｙｓ

珔ＶｙｓＯｙｓ，可得到ｘ∈ｆ
－１（Ｂ′ｓ）ｆ

－１（Ｏｙｓ）∪Ｂｙｓ，因为

Ｂｙｓ在Ｘ中集合ｆ
－１（Ｏｙｓ）处是点有限的，所以 ｘ含于 Ｂｙｓ

的有限多个元中，即Ｂ′是点有限的。
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