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一类弱散射浅水波方程局部解的存在唯一性
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　　摘　要：研究了一类含弱散射项的非线性浅水波方程（包括弱散射的Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ方程和弱散射

的Ｄｅｇａｓｐｅｒｉｓ－Ｐｒｏｃｅｓｉ方程）解的局部适定性，即在空间Ｈｓ（Ｒ）（ｓ＞３２）中，使用Ｋａｔｏ定理，建立了该方

程局部解的存在唯一性。
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引 言

近年来，Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ（Ｃ－Ｈ）方程和 Ｄｅｇａｓｐｅｒｉｓ

－Ｐｒｏｃｅｓｉ（Ｄ－Ｐ）方程的 Ｃａｕｃｈｙ问题引起了许多学者

的兴趣，大量有关它们解的性态的工作被推出，这不仅

包括解的局部适定性、模拟持续特性的整体强解和模拟

断裂波的爆破解，而且还包括解的轨道稳定性和在分布

意义下的整体弱解的存在唯一性等（见文献［１－８］）。

为了研究弱散射项对Ｃ－Ｈ方程的影响，Ｗｕ和Ｙｉｎ

（见文献 ［１０－１１］）研究了下面的弱散射Ｃ－Ｈ方程

ｕｔ－ｕｘｘｔ＋３ｕｕｘ－２ｕｘｕｘｘ－ｕｕｘｘｘ＋λ（ｕ－ｕｘｘ）＝０ （１）

其中λ＞０是任意正常数，在适当的条件下，得到了方程

（１）解的一些动力性质，并与 Ｃ－Ｈ方程解的动力性质

做了深入的比较（见文献［１０－１１］）。

与Ｃ－Ｈ方程一样，为了探讨弱散射项对 Ｄ－Ｐ方

程的影响，Ｗｕ和Ｙｉｎ（见［１２］），Ｇｕｏ（见［９］）分别研

究了弱散射Ｄ－Ｐ方程

ｕｔ－ｕｘｘｔ＋４ｕｕｘ－３ｕｘｕｘｘ－ｕｕｘｘｘ＋λ（ｕ－ｕｘｘ）＝０ （２）

解的性质，得到了许多与 Ｄ－Ｐ方程解的性态不一样的

性质 （见文献［９，１２］）。

基于 Ｃ－Ｈ方程和 Ｄ－Ｐ方程中项 ｕｕｘ，ｕｘｕｘｘ和

ｕｕｘｘｘ之间的系数关系在他们解的动力学性质中扮有重

要的角色。在本文中，我们将考虑下面方程

ｕｔ－ｕｘｘｔ＋（ａ＋ｂ）ｕｕｘ－ａｕｘｕｘｘ－ｂｕｕｘｘｘ＋

λ（ｕ－ｕｘｘ）＝０ （３）

局部解的存在唯一性，其中ａ＞０，ｂ＞０和λ＞０是任意

常数，ｕ是沿ｘ方向的流速，λ（ｕ－ｕｘｘ）表示弱散射项。

当ａ＝２，ｂ＝１时，方程 （３）变成方程 （１）。当ａ＝３，

ｂ＝１时，方程（３）变成方程（２）。作为方程（１）和方程

（２）的推广，由于方程（３）中的系数ａ，ｂ是任意常数，方

程（３）失去了方程（１）和方程（２）拥有的许多性质。在

本文中，我们将使用 Ｋａｔｏ定理 （见文献［１３］），在初值

ｕ０∈Ｈ
ｓ，ｓ＞３２的条件下，建立了方程（３）解的局部适定

性。

本章使用如下记号：Ｃｋ０表示所有在 ［０，＋∞）×Ｒ

上具有紧支集的 ｋ阶连续可微函数 φ（ｔ，ｘ）构成的空

间，Ｈｓ ＝Ｈｓ（Ｒ）表示 Ｓｏｂｌｅｖ空间，具有如下范数的

ｈＨｓ ＝ ∫Ｒ（１＋｜ξ｜２）ｓ｜^ｈ（ｔ，ξ）｜２ｄ( )ξ
１
２

＜∞，这里

ｈ^（ｔ，ξ）＝∫Ｒｅ－ｉｘξｈ（ｔ，ｘ）ｄｘ并令Λ＝（１－ｘ）
１
２
。

使用上边的注释，方程（３）的Ｃａｕｃｈｙ问题可以重写

为

ｕｔ＋ｂｕｕｘ＋ａΛ－２（ｕｕｘ）＋
３ｂ－ａ
２ Λ－２ｘ（ｕｘ）＋λｕ＝０，ｘ∈Ｒ

　　　　　ｕ（０，ｘ）＝ｕ０（ｘ
{

）

（４）



１ 局部适定性

我们给出描述问题（４）解的局部适定性结论。

定理１１ 若ｕ０∈Ｈ
ｓ，ｓ＞３２，那么问题（４）有唯一

解ｕ，使得ｕ＝ｕ（·，ｕ０）∈Ｃ（［０，Ｔ）；Ｈ
ｓ（Ｒ））∩Ｃ１（［０，

Ｔ）；Ｈｓ－１（Ｒ））

这里Ｔ＝Ｔ（ｕ０）＞０。此外，解连续的依赖于初值

ｕ０，即映射ｕ０→ｕ（·，ｕ０），Ｈ
ｓ（Ｒ）→Ｃ（［０，Ｔ）；Ｈｓ（Ｒ））∩

Ｃ１（［０，Ｔ）；Ｈｓ－１（Ｒ））是连续的。

为了证明定理１１，我们需要下面的预备知识。考

虑拟线性发展方程

ｄｖ
ｄｔ＋Ａ（ｖ）ｖ＝ｆ（ｖ），ｔ≥０，ｖ（０）＝ｖ０， （５）

让Ｘ和Ｙ是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，使得 Ｙ嵌入 Ｘ是连续和稠密

的。假设Ｑ：Ｙ→Ｘ是拓扑同构的，令Ｌ（Ｘ，Ｙ）是从Ｙ到

Ｘ的有界线性算子空间，如果Ｘ＝Ｙ，我们记这个空间为

Ｌ（Ｘ）。我们陈述下面的条件，其中ρ１，ρ２，ρ３和ρ４是依赖

于ｍａｘ｛ｙＹ，ｚＹ｝的常数。

（Ｉ）对ｙ∈Ｘ，Ａ（ｙ）∈Ｌ（Ｘ，Ｙ）满足 （Ａ（ｙ）－Ａ（ｚ））ｗＸ≤

ρ１ ｙ－ｚＸ ｗＹ，ｙ，ｚ，ｗ∈ Ｙ且 Ａ（ｙ）∈ Ｇ（Ｘ，１，β）（即

Ａ（ｙ）是拟－ｍ－增长的 ），在Ｙ上是一致有界的。

（ＩＩ）ＱＡ（ｙ）Ｑ－１＝Ａ（ｙ）＋Ｂ（ｙ）在Ｙ上是一致有界的，其

中Ｂ（ｙ）∈Ｌ（Ｘ）是有界的并满足 （Ｂ（ｙ）－Ｂ（ｚ））ｗＸ≤

ρ２ ｙ－ｚＸ ｗＸ，ｙ，ｚ∈Ｙ，ｗ∈Ｘ。

（ＩＩＩ）ｆ：Ｙ→Ｙ扩展成一个从Ｘ到Ｘ的映射，在Ｙ上

有界，并且满足 ｆ（ｙ）－ｆ（ｚ）Ｙ≤ρ３ ｙ－ｚＹ，ｙ，ｚ∈ Ｙ，

ｆ（ｙ）－ｆ（ｚ）Ｘ≤ρ４ ｙ－ｚＸ，ｙ，ｚ∈Ｙ。

Ｋａｔｏ定理 （见文献［１９］）假设 （Ｉ），（ＩＩ）和 （ＩＩＩ）

成立。若ｖ０∈Ｙ，那么问题（５）存在唯一解ｖ，使得ｖ＝

ｖ（·，ｖ０）∈Ｃ（［０，Ｔ）；Ｙ）∩Ｃ
１（［０；Ｔ）；Ｘ），其中 Ｔ＞０

是最大时间，只依赖于范数 ｖ０ Ｙ。此外，映射ｖ０→ｖ（·，

ｖ０）是一个从 Ｙ到空间 Ｃ（［０，Ｔ）；Ｙ）∩ Ｃ
１（［０，Ｔ）；Ｘ）

的连续映射。

我们设 Ａ（ｕ）＝ｂｕｘ，Ｙ＝Ｈ
ｓ（Ｒ），Ｘ＝Ｈｓ－１（Ｒ），

Λ＝（１－Ｘ）
１
２
，ｆ（ｕ）＝－ａΛ－２（ｕｕｘ）－

３ｂ－ａ
２ Λ－２ｘ（ｕｘ）

－λｕ和Ｑ＝Λ。为了证明定理１１，我们只需检验Ａ（ｕ）

和ｆ（ｕ）满足假设（Ｉ），（ＩＩ）和 （ＩＩＩ）。

引理 １１ （见［６］）算子 Ａ（ｕ） ＝ｂｕｘ属于

Ｇ（Ｈｓ－１，１，β），其中ｕ∈Ｈｓ，ｓ＞３２。

引理１２ （见［６］）令Ａ（ｕ）＝ｂｕｘ，其中ｕ∈Ｈ
ｓ，

ｓ＞３２，那么对所有的ｕ∈Ｈ
ｓ，Ａ（ｕ）∈Ｌ（Ｈｓ，Ｈｓ－１），此外，

（Ａ（ｕ）－Ａ（ｚ））ｗＨｓ－１≤ρ１ ｕ－ｚＨｓ－１ ｗＨｓ，

ｕ，ｚ，ｗ∈Ｈｓ（Ｒ） （６）

引理１３ （见［１１］）对 ｓ＞３２，ｕ，ｚ∈ Ｈ
ｓ和 ｗ∈

Ｈｓ－１，那么Ｂ（ｕ）＝［Λ，ｂｕｘ］Λ
－１∈Ｌ（Ｈｓ－１）

且

（Ｂ（ｕ）－Ｂ（ｚ））ｗＨｓ－１≤ρ２ ｕ－ｚＨｓ ｗＨｓ－１ （７）

引理１４ （见［１３］）ｒ，ｑ是实数满足关系 －ｒ＜

ｑ＜ｒ，那么则有

ｕｖＨｑ≤ｃｕＨｒ ｖＨｑ，ｒ＞
１
２

ｕｖＨｒ＋ｑ－ １
２ ≤ｃｕＨｒ ｖＨｑ，ｒ＜

１
２ （８）

引理 １５ 令 ｕ，ｖ∈ Ｈｓ，ｓ＞ ３
２ 和 ｆ（ｕ） ＝－

ａΛ－２（ｕｕｘ）－
３ｂ－ａ
２ Λ－２ｘ（ｕｘ）－λｕｆ那么 ｆ在 Ｈ

ｓ上有

界，且满足 ｆ（ｕ）－ｆ（ｚ）Ｈｓ≤ρ３ ｕ－ｚＨｓ （９）

ｆ（ｕ）－ｆ（ｚ）Ｈｓ－１≤ρ４ ｕ－ｚＨｓ－１ （１０）

证明 使用空间Ｈｓ０，ｓ０ ＞
３
２的代数特性，我们有

ｆ（ｕ）－ｆ（ｚ）Ｈｓ≤ ａΛ－２（ｕｕｘ－ｚｚｘ）Ｈｓ ＋

３ｂ－ａ
２ Λ－２ｘ（ｕｘ－ｚｘ）

Ｈｓ
＋λｕ－ｚＨｓ≤

ｃ（Λ－２（ｕ２－ｚ２）ｘ Ｈｓ ＋ ｕｘ－ｚｘ Ｈｓ－１ ＋ ｕ－ｚＨｓ）≤

ｃ（ｕ２－ｚ２ Ｈｓ－１ ＋ ｕｘ－ｚｘ Ｈｓ－１ ＋ ｕ－ｚＨｓ）≤

ｃ（（ｕ－ｚ）（ｕ＋ｚＨｓ－１ ＋ （ｕｘ－ｚｘ）（ｕｘ＋ｚｘ）Ｈｓ－１ ＋

　　 ｕ－ｚＨｓ）≤

ｃｕ－ｚＨｓ（ｕＨｓ ＋ ｚＨｓ ＋１）≤

ｃρ３ ｕ－ｚＨｓ （１１）

这便完成了（９）式的证明。

使用引理１４，得

ｆ（ｕ）－ｆ（ｚ）Ｈｓ－１≤ ａΛ－２（ｕｕｘ－ｚｚｘ）Ｈｓ－１ ＋

３ｂ－ａ
２ Λ－２ｘ（ｕｘ－ｚｘ）

Ｈｓ－１
＋λｕ－ｚＨｓ－１≤

ｃ（ｕ２－ｚ２ Ｈｓ－２ ＋ ｕｘ－ｚｘ Ｈｓ－２ ＋ ｕ－ｚＨｓ－１）≤

ｃ（（ｕ－ｚ）（ｕ＋ｚ）Ｈｓ－２ ＋

（ｕｘ－ｚｘ）（ｕｘ＋ｚｘ）Ｈｓ－２ ＋ ｕ－ｚＨｓ－１）≤

ｃｕ－ｚＨｓ－１（ｕＨｓ－１ ＋ ｚＨｓ－１）＋

ｃｕｘ－ｚｘ Ｈｓ－２（ｕｘ Ｈｓ－１ ＋ ｚｘ Ｈｓ－１）＋ ｕ－ｚＨｓ－１≤

ｃｕ－ｚＨｓ－１（ｕＨｓ ＋ ｚＨｓ ＋１）≤ｃρ４ ｕ－ｚＨｓ－１

（１２）
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（１０）式得证。

定理１１的证明：运用 Ｋａｔｏ定理，引理１１－１３

和引理１５，我们得证问题 （４）存在唯一解 ｕ＝ｕ（·，

ｕ０）∈Ｃ（［０，Ｔ）；Ｈ
ｓ（Ｒ））∩Ｃ１（［０，Ｔ）；Ｈｓ－１（Ｒ））
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