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广义逆矩阵 Ａ｛１｝，Ａ｛１，３｝Ａ｛１，４｝通式的分块表示

李 莹，杜 鹃

（成都理工大学信息科学学院，成都 ６１００５９）

　　摘　要：在很多情况下要求给出奇异矩阵或长方矩阵的某种类型的逆矩阵。在不同的目下，它们有
不同的逆矩阵，即广义逆矩阵。为了方便以后的计算，主要研究了广义逆矩阵Ａ｛１｝，Ａ｛１，３｝，Ａ｛１，４｝通
式的分块表达形式并给予了证明，然后推出了广义逆矩阵Ａ｛１，２，３｝的分块表达及特殊情况。
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引 言

为了方便引用参考文献的公式，本文采用以下记

号：

ｃｍ×ｎ，ｍ×ｎ复矩阵类；

ｃｍ×ｎｒ ，秩为ｒ的ｍ×ｎ复矩阵类；

Ｒ（Ａ）＝｛Ａｘ：ｘ∈ｃｎ｝矩阵Ａ的值域（列空间、像）；

Ｎ（Ａ）＝｛ｘ；Ａｘ＝０，ｘ∈ｃｎ｝，矩阵Ａ的零空间（核）；

ｄｉｍ（·），子空间 （·）的维数。

定义１ 设ｍ×ｎ矩阵Ａ∈ｃｍ×ｎ，如果存在ｎ×ｍ矩

阵Ｇ∈ｃｎ×ｍ满足ｐｅｎｒｏｓｅ条件的一部分或全部；ＡＧＡ＝Ａ

；ＧＡＧ＝Ａ；（ＡＧ）Ｈ ＝ＡＧ；（ＧＡ）Ｈ ＝ＧＡ；则称Ｇ为Ａ的

一个广义逆矩阵。

特别的，当Ｇ满足上面四个等式，称 Ｇ为 Ｍｏｏｒｅ－

ｐｅｎｒｏｓｅ逆，记做Ａ（１，２，３，４）或Ａ＋，Ａ＋存在且唯一。若Ａ非

奇异时，Ａ＋＝Ａ－。我们知道，Ａ－∈Ａ｛１｝，Ａ－ｉ∈Ａ｛１，３｝，

Ａ－ｍ∈Ａ｛１，４｝。

１ 重要结论
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引理２［３］ 对任意给定的矩阵 Ａ∈ ｃｍ×ｎｒ ，总存在着
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（５）的证明：（８）的证明与 （６）的证明类似。

一 方 面 Ａ（１，２，４）Ｘ ＝ （ＡＨＡ（１，２，４））Ａ（１，２，４）Ｘ ＝
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定理１［４］ 对任意矩阵Ａ∈ｃｍ×ｎｒ ，总存在着矩阵Ｂ∈

ｃｍ×ｒｒ 和矩阵Ｃ∈ｃ
ｒ×ｎ
ｒ ，使得 Ａ＝ＢＣ成立。

特别，若Ａ为行满秩或列满秩，则 Ｂ与 Ｃ中有一个

为单位矩阵，定理仍成立。

定理２［５］ 利用引理２知对矩阵 ［Ａ　Ｉ］实行一系

列初等变化便有 ［Ａ　Ｉ］＝
Ｉ　Ｍ　Ｇｒ　０

０　０　Ｎ　[ ]Ｉ 的分块形
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定理３ 利用前面的引理和定理我们可以得到 Ａ－，

Ａ－ｍ，Ａ
－
ｉ通式的分块表
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ｎ×（ｍ－ｒ）｝
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证明 （６）的证明：由定理 ２知可将 Ａ（１） ＝
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和（１）式代入 Ａ｛１｝＝

｛Ａ（１）＋Ｖ－Ａ（１）ＡＶＡＡ（１）：Ｖ∈ｃｎ×ｍ｝［７］，其中Ｚ４∈ｃ
ｒ×ｒ，

化简后得（６）。

（７）的证明：为了证明（７）注意由定理２可得，Ａ（１，３）

＝ｐ２
Ｅ[ ]０ｐ１，由引理３及（１）式代入Ａ｛１，３｝＝｛Ａ

（１，３）＋

（Ｉ－Ａ（１，３）Ａ）Ｚ：Ｚ∈ｃｎ×ｍ｝经过简单计算和化简得（７）。

（８）的证明：由定理２可得Ａ｛１，４｝＝ｐ２［Ｈ　０］ｐ１，

把（１）式代入 Ａ｛１，４｝＝｛Ａ（１，４）＋Ｚ（Ｉ－ＡＡ（１，４））：Ｚ∈

ｃｍ×ｍ｝，应用引理３简单的化简，可得（８）式。

２ 推 论

由广义逆矩阵的固定形式与一般形式的关系 Ａ｛１，

２，３｝＝｛Ａ（１，２，３）＋（Ｉ－Ａ（１，２，３）Ａ）ＺＡ（１，２，３）：Ｚ∈ｃｎ×ｎ｝［６］，

利用引理３，我们可以得到 Ａ｛１，２，３｝的分块表示 Ａ｛１，
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２，３｝＝｛Ａ［１，２，３）＋ｐ２
－ＭＺ ＭＺＮＨ[ ]
Ｚ －ＺＮ

ｐ１：Ｚ∈ｃ
（ｎ－ｒ）×ｒ｝。但

是当ｎ＝ｒ时，或ｒ＝０时，Ａ｛１，２，３｝中的Ｚ不存在，可以

推出，在这两种情况下，Ａ｛１，２，３｝只有一个元素，就是

Ａ＋。即当 ｎ＝ｒ时 Ａ＋ ＝Ａ｛１，２，３｝＝ｐ２
Ｅ[ ]０ｐ１，当 ｒ＝０

时Ａ＋ ＝Ａ｛１，２，３｝＝０。
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