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基于 ｐ６阶群的一个重要的类

班桂宁，张 艳，朱彩凤，惠 敏

（广西大学数学与信息科学学院，南宁 ５３０００４）

　　摘　要：对新的ＬＡ－群的探寻是一项有价值的活动。通过对ｐ６阶群中的第四家族群的定义关系一
般化后，再利用群的循环扩张理论和自由群理论对其进行推广，得到了有限ｐ－群的一个重要的无限类，
验证了其是ＬＡ－群，给出了它的一些性质，并进一步的求得在限定参数条件下所给群的性质和其自同
构群的阶。
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引 言

关于有限ｐ－群的自同构群的阶的最佳下界估计

有一个十分著名的ＬＡ－猜想，即：阶大于ｐ２的有限非循

环ｐ－群是其自同构群的阶的因子。满足 ＬＡ－猜想的

群Ｇ是ＬＡ－群［１］。近年来，我们已经知道了相当几类ｐ

－群的自同构群的阶以及ＬＡ－群（见文献［２－５］）。在

前人研究的基础上，文章通过对ｐ６阶群中的 Φ４
［６］族群

的定义关系一般化后，再利用群的循环扩张理论和自由

群理论对其进行推广，得到了有限 ｐ－群的一个重要的

无限类，验证了它们都是 ＬＡ－群，给出了它的一些性

质。并引入交换群化为直积的方法，进一步的求得在限

定参数条件下所给群的性质和其自同构群的阶。

本文所讨论的群均是有限 ｐ－群，不作特别说明，

文中所有参数如ｋ，ｋ１均为非负整数，ｐ为奇素数。为简

便起见，以后在群的定义关系中形如［ａ，ｂ］＝１，ａ，ｂ∈

Ｇ，ｒｊ，ｔｊ（ｊ＝１，２，３）都与ｐ互素略去不写。文中引用的

术语以及定义均是标准的。

１ 相关引理

引理１１［７］ （ＶａｎＤｙｅｋ）设 Ｇ是由生成元 ｘ１，ｘ２，

…，ｘｒ和关系ｆｉ（ｘ１，ｘ２，…ｘｒ）＝１，ｉ∈Ｉ所定义的群，Ｈ＝

〈ａ１，ａ２，…ａｒ〉（这些 ａｉ可能相同，ｉ∈ Ｉ，ｆｉ（ａ１，ａ２，…

ａｒ）＝１，则存在唯一的满同态 σ：Ｇ＝Ｆｒ／Ｎ→ Ｈ使得

ｘｉＮ→ａｉ，其中Ｆｒ＝〈ｘ１，…，ｘｒ〉为自由群，Ｙ＝〈｛ｆｉ（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｒ）ｉ∈Ｉ｝〉，Ｎ＝Ｙ
Ｆｒ（Ｙ在 Ｆｒ中的正规闭包），

Ｇ＝
Ｆｒ
Ｎ。如果 Ｇ≤ Ｈ ＜＋∞，则上述的 σ为群同构

（即Ｈ是由生成元｛ａ１，ａ２，…ａｒ｝与定义关系 ｆｉ（ａ１，ａ２，

…ａｒ）＝１，ｉ∈Ｉ所定义的群）。

引理１２［７］ （关于计算群的自同构群的阶的一个

定理）设一个有限群：

Ｇ＝〈ａ１，ａ２，…，ａｒ ｆｉ（ａ１，ａ２，…，ａｒ）＝１，ｉ∈Ｉ〉

（１）如果σ是一个自同构，则对ｉ∈Ｉ，ｆｉ（σ（ａ１），

σ（ａ２），…，σ（ａｒ））＝１；（２）如果 σ：ａｉ→ ａｉ′满足

ｆｉ（ａ１′，ａ２′，…，ａｒ′）＝１，ｉ∈ Ｉ，且 Ｇ＝〈ａ１′，ａ２′，…，

ａｒ′〉，则σ能扩成Ｇ的一个自同构。

注：Ｇ＝〈ａ１，ａ２，…，ａｒｆｉ（ａ１，ａ２，…，ａｒ）＝１，ｉ∈

Ｉ〉，Ｒ＝｛ｆｉｉ∈Ｉ｝，Ｈ＝〈ｈ１，ｈ２，…，ｈｒ〉，如果ｆｉ（ｈ１，ｈ２，

…，ｈｒ）＝１，ｉ∈Ｉ，则｛ｈ１，ｈ２，…，ｈｒ｝叫做Ｇ的一个Ｒ

－Ｓｅｔ且 Ａｕｔ（Ｇ） ＝ Ｒ－Ｓｅｔ。

引理１３［８］ 设Ｇ是群，ａ，ｂ，ｃ∈Ｇ，则

（１）［ａ，ｂ］－１ ＝［ｂ，ａ］；

（２）［ａｂ，ｃ］＝［ａ，ｃ］ｂ［ｂ，ｃ］；



（３）［ａ，ｂｃ］＝［ａ，ｃ］［ａ，ｂ］ｃ。

引理 １４［８］ 设 Ｇ是群，ａ，ｂ∈ Ｇ且 ［ａ，ｂ］∈

Ｚ（Ｇ），又设ｎ是正整数。则有

（１）［ａｎ，ｂ］＝［ａ，ｂ］ｎ；

（２）［ａ，ｂｎ］＝［ａ，ｂ］ｎ；

（３）（ａｂ）ｎ ＝ａｎｂｎ［ｂ，ａ］（
ｎ
２）。

引理１５［８］ 设Ｇ是亚交换群，ａ，ｂ∈Ｇ，ｍ≥２，ｉ，ｊ

是正整数，则（ａｂ－１）ｍ ＝ａｍ∏
ｉ＋ｊ≤ｍ
［ｉａ，ｊｂ］（

ｍ
ｉ＋ｊ）ｂ－ｍ。其中求积

符号中的ｉ，ｊ为正整数，且满足ｉ＋ｊ≤ｍ。

引理１６ 满足下列条件之一的阶大于 ｐ２的有限

非循环ｐ－群Ｇ是ＬＡ－群：

（１）Φ（Ｇ）循环［１］；

（２）ｃ（Ｇ）＝２［９］；

（３） Ｇ／Ｚ（Ｇ）≤ｐ４［１０］；

（４） Ｇ／Ｚ（Ｇ）≤ｐ５，但Ｚ（Ｇ）循环［１１１３］；

（５）Ｇ是初等交换群被循环群的扩张［１４］。

在此引入将交换群写成素数幂阶循环群的直积的

方法简称ＷＡＧ方法

ＷＡＧ方法 设Ｍ ＝〈ａ〉 （ｍ），Ｇ／Ｍ ＝〈ｂＭ〉
（ｋ）且ｂｐ

ｋ

＝ａｔｐ
ｓ

，（ｐ，ｔ）＝１，０≤ ｓ≤ ｍ，则有 ｜ｂ｜＝

ｐｋ＋ｍ－ｓ。

（１）ｋ≤ｓ；因为（ｂ－１ａｔｐ
ｓ－ｋ

）ｐ
ｋ

＝１，则有Ｇ＝〈ｂ，ａ〉＝

〈ｂ－１ａｔｐ
ｓ－ｋ

〉×〈ａ〉（ｋ，ｍ）。

（２）ｋ≥ｓ；因为（ｂ－ｐ
ｋ－ｓ

ａｔ）ｐ
ｓ

＝１，则有Ｇ＝〈ｂ，ａ〉＝

〈ｂ〉×〈ｂ－ｐ
ｋ－ｓ

ａｔ〉（ｋ＋ｍ－ｓ，ｓ）。如果ｓ＝０，则有Ｇ＝

〈ｂ〉（ｋ＋ｍ）。

２ 主要结果

定理２１ 设 Ｇ＝〈α，α１，α２，β１，β２ ［αｉ，α］＝βｉ，

αｐ
ｋ

＝β１
ｒ１ｐ

ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

，α１
ｐｋ１ ＝β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，α２
ｐｋ２ ＝β１

ｒ３ｐ
ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，βｉ
ｐｍｉ ＝

１（ｉ＝１，２）〉，其中０≤ｓｊ＜ｍ１，０≤ｕｊ＜ｍ２（ｊ＝１，２，

３），则Ｇ成为一个群的充要条件是ｍｉ≤ｍｉｎ｛ｋ，ｋｉ｝（ｉ＝

１，２），０≤ｓｊ＜ｍ１，０≤ｕｊ＜ｍ２（ｊ＝１，２，３）。进一步在Ｇ

成群的条件下，有 Ｇ＝〈α，α１，α２，β１，β２ ［αｉ，α］＝βｉ，

β１
ｒ１ｐ

ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

，α１
ｐｋ１ ＝β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，α２
ｐｋ２ ＝β１

ｒ３ｐ
ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，βｉ
ｐｍｉ ＝１，

ｍｉ≤ｍｉｎ｛ｋ，ｋｉ｝（ｉ＝１，２），０≤ ｓｊ＜ｍ１，０≤ ｕｊ＜ｍ２，

（ｊ＝１，２，３）〉，亦即定理中所给的关系是群Ｇ的定义关

系，且 Ｇ ＝ｐｋ＋ｋ１＋ｋ２＋ｍ１＋ｍ２。

证明 （Ⅰ）假设定理中所给的 Ｇ是一个群，由换位

子［αｉ，α］＝βｉ（ｉ＝１，２）的关系可得α１
α ＝α１β１，α２

α ＝

α２β２，α
α１ ＝αβ１

－１，αα２ ＝αβ２
－１，因为α，αｉ都与βｉ（ｉ＝１，

２）可交换，①当α１
α ＝α１β１时，有ο（α１）＝ο（α１

α）＝

ο（α１β１），所以 α１ ＝α１
β１
ｒ１ｐ

ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

＝α１
αｐ

ｋ

＝（α１β１）
αｐ

ｋ－１

＝

α１
αｐ

ｋ－１

β１ ＝α１β１
ｐｋ，从而 β１

ｐｋ ＝１，因 ο（β１）＝ｐ
ｍ１，所以

ｐｍ１ ｐｋ，等价可得 ｋ≥ ｍ１；当 α
α１ ＝αβ１

－１时，同理可得

ｋ１≥ｍ１。② 当α２
α ＝α２β２时，则有ο（α２）＝ο（α２

α）＝

ο（α２β２），所以 α２ ＝α２
β１
ｒ１ｐ

ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

＝α２
αｐ

ｋ

＝（α２β２）
αｐ

ｋ－１

＝

α２
αｐ

ｋ－１

β２ ＝α２β２
ｐｋ，从而 β２

ｐｋ ＝１，因 ο（β２）＝ｐ
ｍ２，所以

ｐｍ２ ｐｋ，等价的可得ｋ≥ｍ２；当α
α２ ＝αβ２

－１时，同理可得

ｋ２≥ｍ２。综上可得ｍｉ与ｋｉ，ｋ的关系为ｍｉ≤ｍｉｎ｛ｋｉ，ｋ｝

（ｉ＝１，２）。

（Ⅱ）下面我们利用群的扩张理论和自由群理论来

证明在定理所给的条件下群Ｇ的存在性。

（１）证明定理中所给群的存在性，首先我们利用群

的扩张理论证明群 Ｇ１ ＝〈α１，β１，β２ α１
ｐｋ１ ＝β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，

βｉ
ｐｍｉ ＝１（ｉ＝１，２），０≤ｓ２＜ｍ１，０≤ｕ２＜ｍ２〉的存在性。

令Ｎ＝〈β１，β２ βｉ
ｐｍｉ ＝１（ｉ＝１，２）〉Ｚｐｍ１×Ｚｐｍ２，易知Ｎ

是交换群。设 Ｆ ＝〈ｓ〉是 ｐｋ１ 阶循环群。令 ａ＝

β１
ｒ２ｐ

ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

∈Ｎ，作在Ｎ上的映射 τ：Ｎ→ Ｎ如下：β１′＝

β１
τ ＝β１

α１ ＝β１，β２′＝β２
τ ＝β２

α１ ＝β２。则有 β１′
ｐｍ１ ＝

β２′
ｐｍ２ ＝１，此时Ｎ＝〈β１′，β２′〉，故τ可扩成Ｎ的一个自

同构，这样对于τ∈Ａｕｔ（Ｎ），我们有ａτ＝（β１
ｒ２ｐ

ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

）τ＝

（β１
τｒ２ｐ

ｓ２

β２
τｔ２ｐ

ｕ２

）＝β１
ｒ２ｐ

ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

＝ａ，β１
τｐ

ｋ１

＝β１，β２
τｐ

ｋ１

＝β２，从而

有τｐ
ｋ１

＝１＝ａ（这里ａ表示由群元素ａ诱导出的Ｎ的内

自同构）。若此时我们记扩张函数 ｆ：Ｆ×Ｆ→ Ｎ和

α：Ｆ→Ａｕｔ（Ｎ） 有 如 下 的 形 状 ｆ（ｓｉ，ｓｊ） ＝

１， ｉ＋ｊ＜ｐｋ１，

ａ， ｉ＋ｊ≥ｐｋ１{ 
α（ｓｉ）＝τｉ，ｉ＝０，１，…，ｐｋ１－１。则由

Ｓｃｈｒｅｉｅｒ扩张理论，可得到一个 Ｎ被 Ｆ的扩张 Ｇ１ ＝

Ｅｘｔ（Ｎ，ｐｋ１，ａ，τ），且Ｆ Ｇ１／Ｎ，设在同构 σ：Ｆ→ Ｇ１／Ｎ

之下 ｓ的像为 珋ｓＮ，珋ｓ是陪集 珋ｓＮ中选定的代表元，满足

珋ｓｐ
ｋ１

＝β１
ｒ２ｐ

ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

∈Ｎ，记珋ｓ＝α１，则有Ｇ１ ＝〈α１，β１，β２〉，

α１
ｐｋ１ ＝珋ｓｐ

ｋ１

＝β１
ｒ２ｐ

ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，βｉ
ｐｍｉ ＝１，βｉ

α１ ＝βｉ
珋ｓ＝βｉ

τ＝βｉ，即

［βｉ，α１］＝１（ｉ＝１，２）。因此群Ｇ１是存在的，且从上述

证明过程中可得 Ｇ１ ＝ｐ
ｋ１＋ｍ１＋ｍ２。设Ｆ＝〈ｘ１，ｙ１，ｙ２〉是

一个自由群，Ｓ＝｛ｘ１
ｐｋ１ｙ１

－ｒ２ｐ
ｓ２

ｙ２
－ｔ２ｐ

ｕ２

，ｙｉ
ｐｍｉ，［ｙ１，ｙ２］，［ｘ１，

ｙｉ］（ｉ＝１，２）｝，Ｎ＝Ｓ
Ｆ，珔Ｆ＝Ｆ／Ｎ＝Ｆ／ＳＦ ＝〈ｘ１，ｙ１，ｙ２〉，

因此有ｙ１
ｐｍ１ ＝ｙ２

ｐｍ２ ＝１，ｘ１
ｐｋ１ ＝ｙ１

ｒ２ｐ
ｓ２

ｙ２
ｔ２ｐ

ｕ２

，［ｙ１，ｙ２］＝［ｘ１，

ｙｉ］＝１（ｉ＝１，２），这样对于 珔Ｆ的子群Ｈ＝〈ｙ１，ｙ２〉有

珚Ｈ珔Ｆ，于是
珔Ｆ
珚Ｈ
＝ 〈ｘ１Ｈ〉≤ ｐ

ｋ１，又因为 珚Ｈ ＝
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〈ｙ１，ｙ２〉≤ ｐ
ｍ１＋ｍ２，故有 珔Ｆ≤ ｐｋ１ 珚Ｈ ≤ ｐｍ１＋ｍ２＋ｋ１ ＝

Ｇ１ ，由引理１１可知 Ｇ１ 珔Ｆ＝Ｆ／Ｓ
Ｆ，所以群 Ｇ１ ＝

〈α１，β１，β２ α１
ｐｋ１ ＝β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，βｉ
ｐｍｉ ＝１，（ｉ＝１，２），０≤ｓ２＜

ｍ１，０≤ｕ２ ＜ｍ２〉存在且满足所给的定义关系。

（２）其次，我们利用群的扩张理论证明定理中群的

存 在 性， 还 需 再 证 明 Ｇ２ ＝ 〈α１，α２，β１，

β２ α１
ｐｋ１ ＝β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，α２
ｐｋ２ ＝β１

ｒ３ｐ
ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，βｉ
ｐｍｉ ＝１（ｉ＝ １，

２），０≤ｓｊ＜ｍ１，０≤ｕｊ＜ｍ２（ｊ＝２，３）〉的存在性。设

群Ｎ＝Ｇ１，由⑴知交换群Ｎ是存在的。设 Ｆ＝〈ｓ〉是

ｐｋ２阶循环群，ａ＝β１
ｒ３ｐ

ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

∈Ｎ，由Ｓｃｈｒｅｉｅｒ扩张理论，

类似（１）中的证明，可得到 Ｎ被 Ｆ的扩张 Ｇ２ ＝Ｅｘｔ（Ｎ，

ｐｋ２，ａ，τ） ＝ 〈α１，α２，β１，β２〉，其中 α１
ｐｋ１ ＝ β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，

α２
ｐｋ２ ＝β１

ｒ３ｐ
ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，βｉ
ｐｍｉ ＝１（ｉ＝１，２），０≤ｓｊ＜ｍ１，０≤ｕｊ＜

ｍ２（ｊ＝２，３）。因此群Ｇ２是存在的。

（３）下面还需再利用群的扩张理论证明定理中所

给群 Ｇ的存在性。即证明 Ｇ＝〈α，α１，α２，β１，β２ ［αｉ，

α］＝βｉ，α
ｐｋ ＝ β１

ｒ１ｐ
ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

，α１
ｐｋ１ ＝ β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，α２
ｐｋ２ ＝

β１
ｒ３ｐ

ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，βｉ
ｐｍｉ ＝１，ｍｉ≤ｍｉｎ｛ｋ，ｋｉ｝（ｉ＝１，２），０≤ｓｊ＜

ｍ１，０≤ｕｊ＜ｍ２，（ｊ＝１，２，３）〉的存在性。设群Ｎ＝Ｇ２，

由（２）知群Ｎ是存在的。设Ｆ＝〈ｓ〉是ｐｋ阶循环群。令

ａ＝β１
ｒ１ｐ

ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

∈Ｎ，作在 Ｎ上的映射 τ：Ｎ→ Ｎ如下：

α１′＝α１
τ ＝α１

α ＝α１β１，α２′＝α２
τ＝α２

α ＝α２β２，β１′＝

β１
τ ＝β１

α ＝β１，β２′＝β２
τ ＝β２

α ＝β２。根据条件 ｍｉ≤

ｋｉ（ｉ＝１，２）以及引理 １３和 １４，有［α１′，α２′］＝［α１β１，

α２β２］＝１，［α１′，β１′］＝［α１β１，β１］＝１，［α１′，β２′］＝

［α１β１，β２］＝１，［α２′，β１′］＝［α２β２，β１］＝１，［α２′，β２′］＝

［β１′，β２′］＝１，α２′
ｐｋ２ ＝（α２β２）

ｐｋ２ ＝（α２β２）
ｐｋ２ ＝α２

ｐｋ２β２
ｐｋ２ ＝

α２
ｐｋ２，α１′

ｐｋ１ ＝（α１β１）
ｐｋ１ ＝α１

ｐｋ１β１
ｐｋ１ ＝α１

ｐｋ１，βｉ
′ｐｍｉ ＝βｉ

ｐｍｉ ＝１

（ｉ＝１，２）。这样α１′，α２′，β１′，β２′是Ｎ的满足定义关系的

生成元，故τ可扩成Ｎ的一个自同构，对于τ∈Ａｕｔ（Ｎ），

根据条件ｍｉ≤ｋ（ｉ＝１，２），我们有ａ
τ＝（β１

ｒ１ｐ
ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

）τ＝

（β１
τｒ１ｐ

ｓ１

β２
τｔ１ｐ

ｕ１

）＝β１
ｒ１ｐ

ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

＝ａ，并且α１
τｐ

ｋ

＝（α１β１）
τｐ

ｋ－１

＝

α１
τｐ

ｋ－１

β１ ＝α１β１
ｐｋ ＝α１，α２

τｐ
ｋ

＝（α２β２）
τｐ

ｋ－１

＝α２
τｐ

ｋ－１

β２ ＝

α２β２
ｐｋ ＝α２，β１

τｐ
ｋ

＝β１，β２
τｐ

ｋ

＝β２，从而有τ
ｐｋ ＝１＝ａ（这

里ａ表示由群元素ａ诱导出的Ｎ的内自同构）。若此时我

们记扩张函数ｆ：Ｆ×Ｆ→Ｎ和α：Ｆ→Ａｕｔ（Ｎ）有如下的

形状ｆ（ｓｉ，ｓｊ）＝
１， ｉ＋ｊ＜ｐｋ，

ａ， ｉ＋ｊ≥ｐｋ{ ．
α（ｓｉ）＝τｉ，ｉ＝０，１，

…，ｐｋ－１。则由Ｓｃｈｒｅｉｅｒ扩张理论，可得到一个Ｎ被Ｆ的

扩张 Ｇ ＝Ｅｘｔ（Ｎ，ｐｋ，ａ，τ）＝〈α，α１，α２，β１，β２〉，其中

［αｉ，α］＝βｉ，α
ｐｋ ＝β１

ｒ１ｐ
ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

，α１
ｐｋ１ ＝β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，α２
ｐｋ２ ＝

β１
ｒ３ｐ

ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，βｉ
ｐｍｉ ＝１。因此群 Ｇ是存在的，且 ｜Ｇ｜＝

ｐｋ＋ｋ１＋ｋ２＋ｍ１＋ｍ２。

（Ⅲ）最后利用自由群的理论来证明定理中所给的

关系即是群Ｇ的定义关系。

设 Ｆ ＝〈ｘ，ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２〉是一个自由群，Ｓ ＝

｛ｘｐ
ｋ

ｙ１
－ｒ１ｐ

ｓ１

ｙ２
－ｔ１ｐ

ｕ１

，ｘ１
ｐｋ１ｙ１

－ｒ２ｐ
ｓ２

ｙ２
－ｔ２ｐ

ｕ２

，ｘ２
ｐｋ２ｙ１

－ｒ３ｐ
ｓ３

ｙ２
－ｔ３ｐ

ｕ３

，ｙｉ
ｐｍｉ， ［ｘ，

ｘｉ］ｙｉ，［ｘ，ｙｉ］，［ｘ１，ｘ２］，［ｙ１，ｙ２］，［ｘｉ，ｙｉ］（ｉ＝１，２）｝，

Ｎ＝ＳＦ，珔Ｆ＝Ｆ／Ｎ＝Ｆ／ＳＦ ＝〈ｘ，ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２〉，因此有

ｙ１
ｐｍ１ ＝ｙ２

ｐｍ２ ＝１，ｘｐ
ｋ

＝ｙ１
ｒ１ｐ

ｓ１

ｙ２
ｔ１ｐ

ｕ１

，ｘ１
ｐｋ１ ＝ｙ１

ｒ２ｐ
ｓ２

ｙ２
ｔ２ｐ

ｕ２

，ｘ２
ｐｋ２ ＝

ｙ１
ｒ３ｐ

ｓ３

ｙ２
ｔ３ｐ

ｕ３

，［ｘｉ，ｘ］＝ｙｉ，［ｘ，ｙｉ］＝［ｘ１，ｘ２］＝［ｙ１，ｙ２］＝

［ｘｉ，ｙｉ］＝１（ｉ＝１，２），这样对于珔Ｆ的子群珚Ｈ＝〈ｘ１，ｘ２，

ｙ１，ｙ２〉有珚Ｈ珔Ｆ，于是 珔Ｆ／珚Ｈ ＝ 〈ｘＨ〉≤ ｐｋ，又因为

珚Ｈ ＝ 〈ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２〉 ≤ ｐｋ２＋ｋ１＋ｍ１＋ｍ２，故 有 珔Ｆ ≤

ｐｋ 珚Ｈ≤ｐｋ＋ｋ１＋ｋ２＋ｍ１＋ｍ２ ＝ Ｇ，由引理１１可知Ｇ 珔Ｆ＝

Ｆ／ＳＦ，所以群Ｇ＝〈α，α１，α２，β１，β２ ［αｉ，α］＝βｉ，α
ｐｋ ＝

β１
ｒ１ｐ

ｓ１

β２
ｔ１ｐ

ｕ１

，α１
ｐｋ１ ＝β１

ｒ２ｐ
ｓ２

β２
ｔ２ｐ

ｕ２

，α２
ｐｋ２ ＝β１

ｒ３ｐ
ｓ３

β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，βｉ
ｐｍｉ ＝１，

ｍｉ≤ｍｉｎ｛ｋ，ｋｉ｝（ｉ＝１，２），０≤ｓｊ＜ｍ１，０≤ｕｊ＜ｍ２，（ｊ＝

１，２，３）〉存在且具有所给的定义关系。

定理２２ Ｇ有如下的性质：

（１）Ｇ′＝〈β１〉×〈β２〉，Ｇ／Ｇ′＝〈αＧ′〉×〈α１Ｇ′〉×

〈α２Ｇ′〉（ｋ，ｋ１，ｋ２）且Ｇ是ＬＡ－群。

（２）Ｚ（Ｇ）＝〈αｐ
ｍ

，α１
ｐｍ１，α２

ｐｍ２〉·（〈β１〉×〈β２〉），

Ｚ（Ｇ） ＝ｐｋ－ｍ＋ｋ１＋ｋ２，其中ｍ＝ｍａｘ｛ｍ１，ｍ２｝，群Ｇ是ＰＮ

群， Φ（Ｇ） ＝ｐｋ＋ｋ１＋ｋ２＋ｍ１＋ｍ２－３。

（３）当ｋ＝２，ｔ１ ＝０，ｋｉ＝ｍｉ＝１时，若 ｓ１ ＝ｒ２ ＝

ｒ３ ＝ｔ２＝ｕ３＝０，ｔ３≠０≠ｒ１，则ＧΦ４（３２１）ａ；若ｓ１＝

ｒ２ ＝ｒ３ ＝ｔ３ ＝ｕ２ ＝０，ｔ２≠０≠ｒ１，则ＧΦ４（３２１）ｂ；

若ｒ１ ＝ｓ２ ＝ｔ２ ＝ｒ３ ＝ｕ３ ＝０，ｔ３≠ ０≠ ｒ２，则 Ｇ

Φ４（２２２）ｂｒ；若ｒ１＝ｒ２＝ｔ３＝ｕ２＝ｓ３＝０，ｔ２≠０≠ｒ３则

ＧΦ４（２２２）ｅ０；若 ｒ１ ＝ｒ２ ＝ｕ２ ＝ｕ３ ＝ｓ３ ＝０，ｔ３≠

０≠ｒ３，ｔ２≠０，则ＧΦ４（２２２）ｅｒ。当ｋ１ ＝２，ｋ＝ｋ２ ＝

ｍｉ＝１时，若ｓ２ ＝ｔ３ ＝ｒ１ ＝ｒ３ ＝ｕ３ ＝ｔ２ ＝０，ｒ２≠０≠

ｔ１，则ＧΦ４（３２１）ｄ；若ｓ１ ＝ｔ１ ＝ｒ２ ＝ｒ３ ＝ｕ３ ＝ｔ２ ＝

０，ｒ１≠０≠ｔ３，则ＧΦ４（２２２）ｃ；若ｓ３＝ｔ３＝ｒ１＝ｒ２＝

ｕ１ ＝ｔ２ ＝０，ｒ３≠０≠ ｔ１，则 Ｇ Φ４（２２２）ｄ２；若 ｔ１ ＝

ｒ１ ＝ｒ２＝ｒ３ ＝ｕ３ ＝ｔ２ ＝０，ｔ３≠０，则ＧΦ４（２２１１）ｍ；

若ｔ１ ＝ｒ１ ＝ｒ３ ＝ｕ３ ＝ｓ２ ＝ｔ２ ＝０，ｔ３≠０≠ｒ２，则Ｇ

Φ４（３２１）ｅｒ。当ｋ２ ＝２，ｋ＝ｋ１ ＝ｍｉ＝１时，若ｓ３ ＝ｔ２ ＝

ｔ３ ＝ｒ１ ＝ｒ２ ＝ｕ１ ＝０，ｒ３≠０≠ ｔ１，Ｇ Φ４（３２１）ｃ；若
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ｓ３ ＝ｔ３ ＝ｔ１ ＝ｒ１ ＝ｒ２ ＝ｕ２ ＝０，ｒ２≠ ０≠ ｔ３，Ｇ

Φ４（３２１）ｅｒ。

证明 （１）由Ｇ的定义关系，显然有〈β１〉×〈β２〉≤

Ｇ′，令〈β１〉×〈β２〉＝Ｍ，则对ｇ∈Ｇ，有Ｍ＝Ｍ
ｇ，所以

ＭＧ，故有Ｇ／Ｍ ＝〈αＭ，α１Ｍ，α２Ｍ〉，易证，Ｇ／Ｍ是交换

群，所以有Ｇ′≤Ｍ，由此可得Ｇ′＝Ｇ２＝〈β１〉×〈β２〉＝

Ｍ，故有 Ｇ′＝ｐｍ１＋ｍ２，Ｇ／Ｇ′＝ｐｋ＋ｋ１＋ｋ２，又因为αｐ
ｋ

∈Ｇ′，

α１
ｐｋ１∈ Ｇ′，α２

ｐｋ２ ∈ Ｇ′，所以 Ｇ／Ｇ′＝〈αＧ′〉×〈α１Ｇ′〉×

〈α２Ｇ′〉（ｋ，ｋ１，ｋ２），且［Ｇ２，Ｇ］＝Ｇ３ ＝１，所以 Ｇ′≤

Ｚ（Ｇ），ｃ（Ｇ）＝２，由引理１６可知群Ｇ是ＬＡ－群。

（２）对ｇ∈Ｚ( )Ｇ，设ｇ＝αｘα１
ｘ１α２

ｘ２ｇ１，其中ｇ１∈

Ｇ′≤ Ｚ（Ｇ），则由引理 １３和 １４有 １＝［ｇ，α］＝

β１
ｘ１β２

ｘ２；１＝［α１，ｇ］＝β１
ｘ；１＝［α２，ｇ］＝β２

ｘ，所以有

β１
ｘ１ ＝β１

ｘ２ ＝β１
ｘ ＝β２

ｘ ＝１，从而可得ｐｍ１｜ｘ１，ｐ
ｍ２｜ｘ２，

ｐｍ１｜ｘ，ｐｍ２｜ｘ，根据条件ｍｉ≤ｍｉｎ｛ｋ，ｋｉ｝（ｉ＝１，２），由

ｇ的任意性以及αｍａｘ｛ｐ
ｍ１，ｐｍ２｝∈Ｚ（Ｇ），α１

ｐｍ１∈Ｚ（Ｇ），α２
ｐｍ２∈

Ｚ（Ｇ），Ｚ（Ｇ）＝〈αｍａｘ｛ｐ
ｍ１，ｐｍ２｝，α１

ｐｍ１，α２
ｐｍ１〉·（〈β１〉×〈β２〉），

因为由（１）知 Ｇ′＝〈β１〉×〈β２〉，Ｇ／Ｇ′＝〈αＧ′〉×

〈α１Ｇ′〉×〈α２Ｇ′〉 （ｋ，ｋ１，ｋ２），所以 Ｚ（Ｇ）／Ｇ′＝

〈αｐ
ｍ

〉×〈α１
ｐｍ１〉 ×〈α２

ｐｍ２〉，ｍ ＝ ｍａｘ｛ｍ１，ｍ２｝，所 以

Ｚ（Ｇ）／Ｇ′ ＝ ｐｋ－ｍ＋ｋ１－ｍ１＋ｋ２－ｍ２， 则 Ｚ（Ｇ） ＝

Ｚ（Ｇ）／Ｇ′ Ｇ′＝ｐｋ－ｍ＋ｋ１＋ｋ２。令 Ｐ（Ｇ）＝〈ｇｐ ｇ∈Ｇ〉，

则 Ｐ（Ｇ） ＝ 〈αｐ，α１
ｐ，α２

ｐ，β１
ｐ，β２

ｐ〉，所 以 Φ（Ｇ） ＝

Ｐ（Ｇ）Ｇ′＝ 〈αｐ，α１
ｐ，α２

ｐ，β１，β２〉，从 而 有 Ｚ（Ｇ） ＜

Φ（Ｇ），所以Ｇ是 ＰＮ群，Φ（Ｇ）／Ｇ′＝〈αｐ〉×〈α１
ｐ〉×

〈α２
ｐ〉，从 而 得 到 Φ（Ｇ） ＝ Φ（Ｇ）／Ｇ′ Ｇ′ ＝

ｐｋ＋ｋ１＋ｋ２＋ｍ１＋ｍ２－３。

（３）直接验证即可，见文献［６］。

至此，完成该定理的证明。

考虑到参数的取值范围较大，我们在保持原来证明

过程和结果不变的情况下，相应的增加一些设置使参数

适当的简便化，计算群的自同构群的阶。令 Ｇ的定义关

系中的ｔ１＝ｔ２＝ｒ２＝ｒ３＝０，则有群Ｇ＝〈α，α１，α２，β１，

β２｜［αｉ，α］＝βｉ，α
ｐｋ ＝β１

ｒ１ｐ
ｓ１

，α２
ｐｋ２ ＝β２

ｔ３ｐ
ｕ３

，α１
ｐｋ１ ＝βｉ

ｐｍｉ ＝

１（ｉ＝１，２），ｍｉ≤ｍｉｎ｛ｋ，ｋｉ｝，０≤ｓ１ ＜ｍ１，０≤ｕ３ ＜ｍ２
（ｉ＝１，２）〉。

定理２３ 若Ｇ为如上的定义关系，则有

（１）当ｋ２－ｍ２≤ｕ３，ｋ－ｍ≤ｓ１或者ｋ－ｍ＞ｓ１时；

当 ｋ２－ｍ２＞ｕ３，ｋ－ｍ≤ｓ１或者ｋ－ｍ＞ｓ１时，Ｚ（Ｇ）分

别为Ｚ（Ｇ）＝〈α１
ｐｍ１〉×〈α－ｐ

ｍ

β１
ｒ１ｐ

ｓ１＋ｍ－ｋ

〉×〈α２
－ｐｍ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３－ｋ２＋ｍ２

〉×

〈β１〉×〈β２〉（ｋ１－ｍ１，ｋ－ｍ，ｋ２－ｍ２，ｍ１，ｍ２）；Ｚ（Ｇ）＝

〈α１
ｐｍ１〉×〈α－ｐ

ｋ－ｓ１

β１
ｒ１〉×〈α２

ｐｍ２〉×〈β２〉×〈α２
－ｐｍ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３－ｋ２＋ｍ２

〉
（ｋ１－ｍ１，ｓ１，ｋ＋ｍ１ －ｓ１ －ｍ，ｍ２，ｋ２ －ｍ２），Ｚ（Ｇ）＝

〈α１
ｐｍ１〉×〈α－ｐ

ｍ

β１
ｒ１ｐ

ｓ１＋ｍ－ｋ

〉×〈α２
ｐｍ２〉×〈α２

－ｐｋ２－ｕ３β２
ｔ３〉×〈β１〉

（ｋ１－ｍ１，ｋ－ｍ，ｋ２ －ｕ３，ｕ３，ｍ１）；Ｚ（Ｇ）＝〈α１
ｐｍ１〉×

〈α－ｐ
ｋ－ｓ１

β１
ｒ１〉×〈αｐ

ｍ

〉×〈α２
－ｐｋ２－ｕ３β２

ｔ３〉×〈α２
ｐｍ２〉（ｋ１－ｍ１，

ｓ１，ｋ－ｍ＋ｍ１－ｓ１，ｋ２－ｕ３，ｕ３）。

（２）若令ｒ１＝ｔ３＝１，则 Ａｕｔ（Ｇ） ＝ｐ１０（ｐ－１）２或

者 Ａｕｔ（Ｇ） ＝ｐ１０（ｐ－１）；若令 ｒ１ ＝０，ｔ３ ＝１，则

Ａｕｔ（Ｇ） ＝ｐ１０（ｐ－１）２。

（３）当ｋ≥ｋ２≥ｋ１＞ｍ１＝ｍ２＝１时， Ａｕｔ（Ｇ） ＝

（ｐ－１）ｐ３ｋ＋３ｋ１＋３ｋ２＋３ｍ１＋３ｍ２－６。

证明 （１）由定理２２知Ｇ′＝〈β１〉×〈β２〉，Ｚ（Ｇ） ＝

ｐｋ－ｍ＋ｋ１＋ｋ２，下面我们把Ｚ（Ｇ）表示成素数幂阶循环群的直

积。

首先，由定理 ２２知 Ｚ（Ｇ） ＝〈αｐ
ｍ

，α１
ｐｍ１，α２

ｐｍ２〉·

（〈β１〉×〈β２〉），其中 ｍ ＝ｍａｘ｛ｍ１，ｍ２｝，令 Ａ＝〈α
ｐｍ，

α２
ｐｍ２，β１，β２〉≤Ｚ（Ｇ），若ｘ∈〈α１〉∩Ａ，则有ｘ＝α１

ｘ１ ＝

αｐ
ｍ１ｘα２

ｐｍ２ｘ２ｚ，ｚ∈（Ｇ），α１
ｘ１ ＝αｐ

ｍ１ｘα２
ｐｍ２ｘ２，这样我们可得到ｐｋ１

｜ｘ１，所以ｘ＝α１
ｐｋ１ｘ１

′

＝１，〈α１〉Ａ＝〈α１〉×Ａ＝〈α１〉×

〈αｐ
ｍ

，α２
ｐｍ２，β１，β２〉，所以 Ｚ（Ｇ） ＝〈α１

ｐｍ１〉×Ａ，因为

ο（α１
ｐｍ１）＝ｐｋ１－ｍ１，从而可得 Ａ ＝ｐｋ＋ｋ２－ｍ＋ｍ１。

其次，令Ａ１＝〈α２
ｐｍ２〉Ｇ′，则 Ａ１ ＝ α２

ｐｍ２Ｇ′ Ｇ′＝

ｐｋ２－ｍ２＋ｍ１＋ｍ２ ＝ ｐｋ２＋ｍ１，Ａ１ ≥ Ｇ′ （ｍ１，ｍ２），Ａ１／Ｇ′＝

〈α２
ｐｍ２Ｇ′〉（ｋ２－ｍ２），因为α２

ｐｋ２ ＝β２
ｔ３ｐ

ｕ３

，０≤ｕ３ ＜ｍ２，

所以ο（α２
ｐｍ２）＝ｐｋ２－ｕ３。由ＷＡＧ方法，此时分两种情形：

情形１ 当ｋ２－ｍ２≤ｕ３时，有（α２
－ｐｍ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３－ｋ２＋ｍ２

）ｐ
ｋ２－ｍ２

＝

α２
－ｐｋ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３

＝１，交换群 Ａ１ ＝〈α２
－ｐｍ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３－ｋ２＋ｍ２

〉×〈β１〉×

〈β２〉（ｋ２－ｍ２，ｍ１，ｍ２）。令Ａ＝〈α
ｐｍ〉Ａ１，则有 Ａ ＝

αｐ
ｍ

Ａ１ Ａ１ ＝ｐ
ｋ＋ｋ２－ｍ＋ｍ１，Ａ／Ａ１＝〈α

ｐｍＡ１〉（ｋ－ｍ），因

为 αｐ
ｋ

＝β１
ｒ１ｐ

ｓ１

，０≤ｓ１ ＜ｍ１，所以ο（α
ｐｍ）＝ｐｋ＋ｍ１－ｓ１－ｍ。当

ｋ－ｍ≤ ｓ１时，（α
－ｐｍβ１

ｒ１ｐ
ｓ１＋ｍ－ｋ

）ｐ
ｋ－ｍ

＝α－ｐ
ｋ

β１
ｒ１ｐ

ｓ１

＝１，Ａ＝

〈α－ｐ
ｍ

β１
ｒ１ｐ

ｓ１＋ｍ－ｋ

〉×〈α２
－ｐｍ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３－ｋ２＋ｍ２

〉×〈β１〉×〈β２〉（ｋ－ｍ，

ｋ２－ｍ２，ｍ１，ｍ２）。从而有Ｚ（Ｇ）＝〈α１
ｐｍ１〉×Ａ＝〈α１

ｐｍ１〉×

〈α－ｐ
ｍ

β１
ｒ１ｐ

ｓ１＋ｍ－ｋ

〉×〈α２
－ｐｍ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３－ｋ２＋ｍ２

〉×〈β１〉×〈β２〉 （ｋ１－

ｍ１，ｋ－ｍ，ｋ２ －ｍ２，ｍ１，ｍ２）。当 ｋ－ｍ ＞ ｓ１ 时，

（α－ｐ
ｋ－ｓ１

β１
ｒ１）ｐ

ｓ１

＝α－ｐ
ｋ

β１
ｒ１ｐ

ｓ１

＝１，Ａ＝〈α－ｐ
ｋ－ｓ１

β１
ｒ１〉×〈α２

ｐｍ２〉×

〈β２〉×〈α２
－ｐｍ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３－ｋ２＋ｍ２

〉（ｓ１，ｋ＋ｍ１－ｓ１－ｍ，ｍ２，ｋ２－

ｍ２）。从而有Ｚ（Ｇ）＝〈α１
ｐｍ１〉×Ａ＝〈α１

ｐｍ１〉×〈α－ｐ
ｋ－ｓ１

β１
ｒ１〉×
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〈α２
ｐｍ２〉×〈β２〉×〈α２

－ｐｍ２β２
ｔ３ｐ

ｕ３－ｋ２＋ｍ２

〉（ｋ１－ｍ１，ｓ１，ｋ＋ｍ１－

ｓ１－ｍ，ｍ２，ｋ２－ｍ２）。

情形２ 当ｋ２－ｍ２ ＞ｕ３时，则有 （α２
－ｐｋ２－ｕ３β２

ｔ３）ｐ
ｕ３

＝

α２
－ｐｋ２β２

ｔ３ｐ
ｕ３

＝１，交换群 Ａ１ ＝〈α２
－ｐｋ２－ｕ３β２

ｔ３〉×〈α２
ｐｍ２〉×

〈β１〉（ｕ３，ｋ２－ｕ３，ｍ１）。令Ａ＝〈α
ｐｍ〉Ａ１，由ＷＡＧ方法

当ｋ－ｍ≤ｓ１或者ｋ－ｍ＞ｓ１时，类似情形１，从而可得

Ｚ（Ｇ）分 别 为 Ｚ（Ｇ） ＝ 〈α１
ｐｍ１〉 ×Ａ ＝ 〈α１

ｐｍ１〉 ×

〈α－ｐ
ｍ

β１
ｒ１ｐ

ｓ１＋ｍ－ｋ

〉×〈α２
ｐｍ２〉×〈α２

－ｐｋ２－ｕ３β２
ｔ３〉×〈β１〉（ｋ１－ｍ１，

ｋ－ｍ，ｋ２－ｕ３，ｕ３，ｍ１）；Ｚ（Ｇ）＝〈α１
ｐｍ１〉×Ａ＝〈α１

ｐｍ１〉×

〈α－ｐ
ｋ－ｓ１

β１
ｒ１〉×〈αｐ

ｍ

〉×〈α２
－ｐｋ２－ｕ３β２

ｔ３〉×〈α２
ｐｍ２〉（ｋ１－ｍ１，

ｓ１，ｋ－ｍ＋ｍ１－ｓ１，ｋ２－ｕ３，ｕ３）。

（２）若令ｒ１＝ｔ３＝１；或者令ｒ１＝０，ｔ３＝１时，由文

献［６］知 Ｇ分别为 Φ４（３２１）ａ，Φ４（２２２）ｃ，Φ４（２２１１）ｍ，

由文献［１５］知它们的自同构群阶分别为 Ａｕｔ（Ｇ） ＝

ｐ１０（ｐ－１）２； Ａｕｔ（Ｇ） ＝ｐ１０（ｐ－１）； Ａｕｔ（Ｇ） ＝

ｐ１０（ｐ－１）２。

（３）当ｍ１ ＝ｍ２＝１时，ｓ１＝ｕ３＝０，则群Ｇ＝〈α，

α１，α２，β１，β２ ［αｉ，α］＝βｉ，α
ｐｋ ＝β１

ｒ１，α２
ｐｋ２ ＝β２

ｔ３，α１
ｐｋ１ ＝

βｉ
ｐｍｉ ＝１（ｉ＝１，２），ｍｉ≤ ｍｉｎ｛ｋ，ｋｉ｝，０≤ ｓ１ ＜ｍ１，０≤

ｕ３ ＜ｍ２（ｉ＝１，２）〉。首先设ｘ∈Ｇ，σ∈Ａｕｔ（Ｇ），用ｘ′

表 示 σ（ｘ）， 令 α′ ＝ αｘα１
ｘ１α２

ｘ２β１
ｘ３β２

ｘ４，α１′ ＝

αｙα１
ｙ１α２

ｙ２β１
ｙ３β２

ｙ４，，α２′＝α
ｚα１

ｚ１α２
ｚ２β１

ｚ３β２
ｚ４，其中 ｘ，ｙ，ｚ，

ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ（ｉ＝１，２，３，４）是正整数，根据引理１３—１５，则

有β１′＝［α１′，α′］＝β１
ｙ１ｘ－ｘ１ｙβ２

ｙ２ｘ－ｘ２ｙ；

β２′＝［α２′，α′］＝β１
ｚ１ｘ－ｚｘ１β２

ｚ２ｘ－ｚｘ２；

１＝［α１′，α２′］＝β１
ｙ１ｚ－ｚ１ｙβ２

ｙ２ｚ－ｚ２ｙ；

（α′）ｐ
ｋ

＝（αｘα１
ｘ１α２

ｘ２β１
ｘ３β２

ｘ４）ｐ
ｋ

＝αｘｐ
ｋ

α１
ｘ１ｐ

ｋ

α２
ｘ２ｐ

ｋ

；

（α′）ｐ
ｋ

＝β１′
ｒ１ ＝β１

ｒ１（ｙ１ｘ－ｘ１ｙ）β２
ｒ１（ｙ２ｘ－ｘ２ｙ）；

１＝（α１′）
ｐｋ１ ＝αｙｐ

ｋ１

β２
ｙｙ２（

ｐｋ１
２）＋ｙ４ｐ

ｋ１

α２
ｙ２ｐ

ｋ１

；

（α２′）
ｐｋ２ ＝（αｚα１

ｚ１α２
ｚ２β１

ｚ３β２
ｚ４）ｐ

ｋ２

＝αｚｐ
ｋ２

α１
ｚ１ｐ

ｋ２

α２
ｚ２ｐ

ｋ２

β１
ｚ３ｐ

ｋ２＋ｚ１ｚ（
ｐｋ１
２）；

（α２′）
ｐｋ２ ＝β２′

ｔ３ ＝β１
ｔ３（ｚ１ｘ－ｚｘ１）β２

ｔ３（ｚ２ｘ－ｚｘ２）。

因为α，α１，α２是生成元，所以

ｘ ｙ ｚ

ｘ１ ｙ１ ｚ１
ｘ２ ｙ２ ｚ２

０（ｍｏｄｐ）①，当 ｋ≥ ｋ２≥ ｋ１ ＞

ｍ１ ＝ｍ２ ＝１时，令ｙ＝ｙｐ
ｋ－ｋ１，ｙ２ ＝ｙ２ｐ

ｋ２－ｋ１，ｚ＝ｚｐｋ－ｋ２，则

可设α′＝αｘα１
ｘ１α２

ｘ２β１
ｘ３β２

ｘ４，α１′＝α
ｙｐｋ－ｋ１α１

ｙ１α２
ｙ２ｐ

ｋ２－ｋ１

β１
ｙ３β２

ｙ４，

α２′＝α
ｚｐｋ－ｋ２α１

ｚ１α２
ｚ２β１

ｚ３β２
ｚ４，此时有

β１′＝［α１′，α′］＝β１
ｙ１ｘ－ｘ１ｙｐ

ｋ－ｋ１

β２
ｙ２ｘ－ｘ２ｙｐ

ｋ－ｋ１

；

β２′＝［α２′，α′］＝β１
ｚ１ｘ－ｘ１ｚｐ

ｋ－ｋ２

β２
ｚ２ｘ－ｘ２ｚｐ

ｋ－ｋ２

；

１＝［α１′，α２′］＝β１
ｙ１ｚｐ

ｋ－ｋ２－ｚ１ｙｐ
ｋ－ｋ１

β２
ｙ２ｚｐ

ｋ２－ｋ１－ｚ２ｙｐ
ｋ－ｋ１

；

（α′）ｐ
ｋ

＝αｘｐ
ｋ

α１
ｘ１ｐ

ｋ

α２
ｘ２ｐ

ｋ

＝β１
ｘｒ１β２

ｘ２ｔ３ｐ
ｋ－ｋ２

；

（α′）ｐ
ｋ

＝β１′
ｒ１ ＝β１

ｒ１（ｙ１ｘ－ｘ１ｙｐ
ｋ－ｋ１）β２

ｒ１（ｙ２ｘ－ｘ２ｙｐ
ｋ－ｋ１）；

１＝（α１′）
ｐｋ１ ＝αｙｐ

ｋ１

α２
ｙ２ｐ

ｋ１

＝β１
ｙｒ１β２

ｙ２ｔ３；

（α２′）
ｐｋ２ ＝αｚｐ

ｋ２

α１
ｚ１ｐ

ｋ２

α２
ｚ２ｐ

ｋ２

β１
ｚ３ｐ

ｋ２＋ｚ１ｚ（
ｐｋ１
２） ＝β１

ｚｒ１β２
ｚ２ｔ３；

（α２′）
ｐｋ２ ＝β２′

ｔ３ ＝β１
ｔ３（ｚ１ｘ－ｘ１ｚｐ

ｋ－ｋ２）β２
ｔ３（ｚ２ｘ－ｘ２ｚｐ

ｋ－ｋ２）。

结合①可得以下的同余方程组：

ｘ ｙ ｚ

ｘ１ ｙ１ ｚ１
ｘ２ ｙ２ ｚ２

０（ｍｏｄｐ） （１）

ｙ１ｚｐ
ｋ－ｋ２ －ｚ１ｙｐ

ｋ－ｋ１≡０（ｍｏｄｐ） （２）

ｙ２ｚｐ
ｋ２－ｋ１ －ｚ２ｙｐ

ｋ－ｋ１≡０（ｍｏｄｐ） （３）

ｘｒ１≡ｒ１（ｙ１ｘ－ｘ１ｙｐ
ｋ－ｋ１）（ｍｏｄｐ） （４）

ｘ２ｔ３ｐ
ｋ－ｋ２≡ｒ１（ｙ２ｘ－ｘ２ｙｐ

ｋ－ｋ１）（ｍｏｄｐ） （５）

ｙｒ１≡０（ｍｏｄｐ） （６）

ｙ２ｔ３≡０（ｍｏｄｐ） （７）

ｚｒ１≡ｔ３（ｚ１ｘ－ｘ１ｚｐ
ｋ－ｋ２）（ｍｏｄｐ） （８）

ｚ２ｔ３≡ｔ３（ｚ２ｘ－ｘ２ｚｐ
ｋ－ｋ２）（ｍｏｄｐ） （９）

由上面可知（２）、（３）式自然成立，（６）、（７）分别可以转化

为ｙ≡０（ｍｏｄｐ），ｙ２≡０（ｍｏｄｐ），此时（５）自然成立，将其

带入（１）则有ｙ１
ｘ ｚ

ｘ２ ｚ２
０（ｍｏｄｐ），即ｙ１（ｘｚ２－ｚｘ２）

０（ｍｏｄｐ）（１０），由（４）有ｘ（ｙ１－１）≡０（ｍｏｄｐ），即ｘ≡

０（ｍｏｄｐ），当ｘ≡０（ｍｏｄｐ）时（８）可转化为ｘ１ｔ３ｚｐ
ｋ－ｋ２ ＋

ｚｒ１≡ｔ３ｚ１ｘ（ｍｏｄｐ），从而有ｚ１≡０（ｍｏｄｐ），则（９）可转化

为ｚ２≡０（ｍｏｄｐ），从而（１０）式可化简得ｙ１０（ｍｏｄｐ）。

于是综上可得同余关系ｙ１０（ｍｏｄｐ），ｙ≡ｙ２≡ｘ≡ｚ≡

ｚ２≡０（ｍｏｄｐ），其中ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｙ３，ｙ４，ｚ１，ｚ３，ｚ４自由的，

所以 Ａｕｔ（Ｇ） ＝（ｐ－１）ｐ（ｋ１－１）＋３（ｋ－１）＋２（ｋ２－１）＋２ｋ１＋ｋ２＋３ｍ１＋３ｍ２ ＝

（ｐ－１）ｐ３ｋ＋３ｋ１＋３ｋ２＋３ｍ１＋３ｍ２－６。

至此，完成该定理的证明。

注：在定理２１中由于参数较多，直接计算自同构

群的阶难度较大，因此对参数作适当的限定可以得到不

同类别的群，用类似的方法可以计算出群 Ｇ在限定条件

下的自同构群的阶。
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