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不定方程 ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝ｎ有非负整数
解的充要条件

管训贵

（泰州师范高等专科学校，江苏 泰州 ２２５３００）

　　摘　要：给出不定方程ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝ｎ的非负整数解的一个判定准则．主要结果为：如果正整
数ｎ有标准分解式ｎ＝２ｒｐｒ１１…ｐ

ｒｋ
ｋ，其中ｐ１，ｐ２，…，ｐｋ是适合ｐ１＜ｐ２＜… ＜ｐｋ的奇素数，ｒ，ｒ１，ｒ２，…，ｒｋ是

正整数，则该方程有非负整数解的充要条件是ｐ１≠３；或ｐ１＝３时，ｒ１≥２。从而解决了这一形式的不定
方程求非负整数解的问题。
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引 言

对不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝ｎ （１）

的研究不少文献“有所涉及［１４］”。遗憾的是，均未能给

出（１）有非负整数解的判别条件。本文给出

定理１ 设ｎ的标准分解式为

ｎ＝２ｒｐｒ１１…ｐ
ｒｋ
ｋ，

其中ｐｉ（ｉ＝１，…，ｋ）均为奇素数，且ｐ１＜… ＜ｐｋ，ｒ与

ｒｉ（ｉ＝１，…，ｋ）均为正整数，则（１）有非负整数解的充

要条件是

ｐ１≠３；或ｐ１ ＝３时，ｒ１≥２ （２）

１ 引 理

引理１ 设ｐ为奇素数，则不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝ｐ （３）

有非负整数解的充要条件是ｐ≠３。

证明 充分性

若ｐ≡１（ｍｏｄ３），可设ｐ＝１＋３ｔ（ｔ为正整数），则

（３）显然有非负整数解 ｘ＝ｔ，ｙ＝ｔ，ｚ＝ｔ＋１；若 ｐ≡

２（ｍｏｄ３），可设ｐ＝２＋３ｔ（ｔ为正整数），则（３）显然有

非负整数解ｘ＝ｔ，ｙ＝ｔ＋１，ｚ＝ｔ＋１．

必要性

由（３）式，得

（ｘ＋ｙ＋ｚ）［（ｘ－ｙ）２＋（ｙ－ｚ）２＋

（ｚ－ｘ）２］＝２ｐ （４）

易知ｘ，ｙ，ｚ不全相等，否则（４）式不能成立．于是不

妨设ｘ＜ｙ＜ｚ或ｘ＝ｙ＜ｚ或ｘ＜ｙ＝ｚ．

因ｘ＋ｙ＋ｚ≥３，故由（４）式及文献［５］的证明过程

知

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｐ，

（ｘ－ｙ）２＋（ｙ－ｚ）２＋（ｚ－ｘ）２ ＝２ （５）

或

ｘ＋ｙ＋ｚ＝２ｐ，

（ｘ－ｙ）２＋（ｙ－ｚ）２＋（ｚ－ｘ）２ ＝１ （６）

（ⅰ）若ｘ＜ｙ＜ｚ，则

（ｘ－ｙ）２＋（ｙ－ｚ）２＋（ｚ－ｘ）２≥６。这时（５）、（６）

两式均不能成立。

（ⅱ）若ｘ＝ｙ＜ｚ，则

（ｘ－ｙ）２＋（ｙ－ｚ）２＋（ｚ－ｘ）２≥２。这时（６）式不



能成立，而由（５）式得

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｐ，ｚ－ｘ＝１

令 ｘ＝ｙ＝ｔ，则 ｚ＝ｔ＋１，ｐ＝３ｔ＋１，即 ｐ≡

１（ｍｏｄ３）。

（ⅲ）若ｘ＜ｙ＝ｚ，则

（ｘ－ｙ）２＋（ｙ－ｚ）２＋（ｚ－ｘ）２≥２。这时（６）式仍

不能成立，而由（５）式得

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｐ，ｙ－ｘ＝１

令 ｘ＝ｔ，则 ｙ＝ｚ＝ｔ＋１，ｐ＝３ｔ＋２，即 ｐ≡

２（ｍｏｄ３）。

引理２ 若（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）为不定方程ｘ
３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝

ｎｉ（ｉ＝１，…，ｋ）的一组非负整数解，则（Ｘ，Ｙ，Ｚ）为不

定方程ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝∏
ｋ

ｉ＝１
ｎｉ的一组非负整数解，其

中（Ｘ，Ｙ，Ｚ）由行列式

Ｘ Ｙ Ｚ

Ｚ Ｘ Ｙ

Ｙ Ｚ Ｘ

＝∏
ｋ

ｉ＝１

ｘｉ ｙｉ ｚｉ

ｚｉ ｘｉ ｙｉ

ｙｉ ｚｉ ｘｉ

确定。

证明 显然有

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝

ｘ ｙ ｚ

ｚ ｘ ｙ

ｙ ｚ ｘ

若ｘ３ｉ＋ｙ
３
ｉ＋ｚ

３
ｉ－３ｘｉｙｉｚｉ＝ｎｉ，即

ｘｉ ｙｉ ｚｉ

ｚｉ ｘｉ ｙｉ

ｙｉ ｚｉ ｘｉ

＝ｎｉ（ｉ＝１，２），则

ｎ１ｎ２ ＝

ｘ１ ｙ１ ｚ１

ｚ１ ｘ１ ｙ１

ｙ１ ｚ１ ｘ１

·

ｘ２ ｙ２ ｚ２

ｚ２ ｘ２ ｙ２

ｙ２ ｚ２ ｘ２

＝

ｘ１ｘ２＋ｙ１ｚ２＋ｚ１ｙ２ ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｚ１ｚ２ ｘ１ｚ２＋ｙ１ｙ２＋ｚ１ｘ２

ｘ１ｚ２＋ｙ１ｙ２＋ｚ１ｘ２ ｘ１ｘ２＋ｙ１ｚ２＋ｚ１ｙ２ ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｚ１ｚ２

ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｚ１ｚ２ ｘ１ｚ２＋ｙ１ｙ２＋ｚ１ｘ２ ｘ１ｘ２＋ｙ１ｚ２＋ｚ１ｙ２

可见（Ｘ，Ｙ，Ｚ）为不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝ｎ１ｎ２
的一非负整数解，其中

Ｘ＝ｘ１ｘ２＋ｙ１ｚ２＋ｚ１ｙ２
Ｙ＝ｘ１ｙ２＋ｙ１ｘ２＋ｚ１ｚ２
Ｚ＝ｘ１ｚ２＋ｙ１ｙ２＋ｚ１ｘ２

由数学归纳法易证引理２结论成立。

引理３ 设ｒ为正整数，则不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝２ｒ （７）

一定有非负整数解。

证明 易知（０，１，１）为不定方程ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝

２的一非负整数解．设（ａｒ，ｂｒ，ｃｒ）为不定方程（７）的一非

负整数解，则由引理２知

ａｒ ｂｒ ｃｒ

ｃｒ ａｒ ｂｒ

ｂｒ ｃｒ ａｒ

＝

０ １ １

１ ０ １

１ １ ０

ｒ

故

ａｒ＋１ ｂｒ＋１ ｃｒ＋１

ｃｒ＋１ ａｒ＋１ ｂｒ＋１

ｂｒ＋１ ｃｒ＋１ ａｒ＋１

＝

０ １ １

１ ０ １

１ １ ０

·

ａｒ ｂｒ ｃｒ

ｃｒ ａｒ ｂｒ

ｂｒ ｃｒ ａｒ

（８）

展开（８）式右边得

ａｒ＋１ ＝ｂｒ＋ｃｒ

ｂｒ＋１ ＝ｃｒ＋ａｒ

ｃｒ＋１ ＝ａｒ＋ｂ
{

ｒ

（９）

将（９）式中三式相加，得

ａｒ＋１＋ｂｒ＋１＋ｃｒ＋１ ＝２（ａｒ＋ｂｒ＋ｃｒ）

又ａ１＋ｂ１＋ｃ１ ＝２，故

ａｒ＋ｂｒ＋ｃｒ＝２
ｒ，而ａｒ＋１＝ｂｒ＋ｃｒ，因此ａｒ＋ａｒ＋１＝

２ｒ，即

（－１）ｒ＋１ａｒ＋１－（－１）
ｒａｒ＝－（－２）

ｒ，递推得：

（－１）ｒａｒ＋ａ１ ＝
２
３［１－（－２）

ｒ－１］

考虑到ａ１ ＝０，有

ａｒ＝
２
３［２

ｒ－１＋（－１）ｒ］

于是

ｂｒ＝ｃｒ＝
１
２（２

ｒ－ａｒ）＝
１
３［２

ｒ－（－１）ｒ］

故（７）的一非负整数解（ｘ，ｙ，ｚ）为

ｘ＝２３［２
ｒ－１＋（－１）ｒ］

ｙ＝ｚ＝１３［２
ｒ－（－１）ｒ］

引理４ 设正整数ｒ≥２，则不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝３ｒ （１０）

有一非负整数解
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ｘ＝３ｒ－２－１，ｙ＝３ｒ－２，ｚ＝３ｒ－２＋１ （１１）

证明 将（１１）直接代入（１０）验算便知结论成立。

引理５ 设ｎ１为正整数，且３ ｎ１，则不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝３ｎ１ （１２）

没有非负整数解。

证明 由文献［６］的讨论方法知

（ⅰ）若ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

或ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

或ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡０（ｍｏｄ９）。

（ⅱ）若ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

或ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

或ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡１（ｍｏｄ９）。

（ⅲ）若ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

或ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

或ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡８（ｍｏｄ９）。

（ⅳ）若ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

或ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

或ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡２（ｍｏｄ９）。

（ⅴ）若ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

或ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

或ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡４（ｍｏｄ９）。

（ⅵ）若ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

或ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

或ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡７（ｍｏｄ９）。

（ⅶ）若ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

或ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

或ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡５（ｍｏｄ９）。

（ⅷ）若ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

或ｘ≡０（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

或ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡２（ｍｏｄ３），

或ｘ≡１（ｍｏｄ３），ｙ≡２（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

或ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡０（ｍｏｄ３），ｚ≡１（ｍｏｄ３），

或ｘ≡２（ｍｏｄ３），ｙ≡１（ｍｏｄ３），ｚ≡０（ｍｏｄ３），

则ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ≡０（ｍｏｄ９）。

综上，（１２）没有非负整数解。

２ 定理的证明

充分性：由引理１、引理２、引理４及引理５知，若奇

素数ｐ≠３，则不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝ｐｒ（ｒ为正整数） （１３）

一定有非负整数解，并且可由（３）的非负整数解导出．若

ｐ＝３，ｒ≥２，则（１３）的非负整数解可直接由（１０）的非

负整数解给出．再由引理２、引理３、引理４及（１３）式

知，满足条件（２）的不定方程（１）一定有非负整数解，并

且可由（７）、（１０）、（１３）的非负整数解导出。

必要性：由引理４及引理５知，若（１）有非负整数

解，则ｐ１≠３；或ｐ１ ＝３时，ｒ１≥２。

综上所述，定理得证。

３ 应用举例

例１ 试证：不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝１２７５

无非负整数解。

证明 因为１２７５＝３×４２５，而３４２５，所以原不定

方程无非负整数解。

例２试求 不定方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝１２３４８０

的一组非负整数解。

解 １２３４８０的标准分解式为

１２３４８０＝２３×３２×５×７３

由引理３知，方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝２３

的一组非负整数解为

（ｘ，ｙ，ｚ）＝（２，３，３）

由引理４知，方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝３２

的一组非负整数解为

（ｘ，ｙ，ｚ）＝（０，１，２）

由引理１知，方程

ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝５

的一组非负整数解为

（ｘ，ｙ，ｚ）＝（１，２，２）

而方程
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ｘ３＋ｙ３＋ｚ３－３ｘｙｚ＝７

的一组非负整数解为

（ｘ，ｙ，ｚ）＝（２，２，３）

若设原不定方程的一组非负整数解为（Ｘ，Ｙ，Ｚ），

则

Ｘ Ｙ Ｚ

Ｚ Ｘ Ｙ

Ｙ Ｚ Ｘ

＝

２ ３ ３

３ ２ ３

３ ３ ２

·

０ １ ２

２ ０ １

１ ２ ０

·

１ ２ ２

２ １ ２

２ ２ １

·

２ ２ ３

３ ２ ２

２ ３ ２

３

＝

１３７１９ １３７２０ １３７２１

１３７２１ １３７１９ １３７２０

１３７２０ １３７２１ １３７１９

于是原不定方程的一组非负整数解为（Ｘ，Ｙ，Ｚ）＝

（１３７１９，１３７２０，１３７２１）。
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