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具常数投放率的食饵 � 捕食者系统定性分析

刘 皓, 张兆强, 刘启宽

(成都信息工程学院数学学院, 成都 610225)

� � 摘 � 要:对一类广义具常数投放率的食饵 � 捕食者两类种群模型的定性分析,讨论了系统平衡点

的稳定性,用 Poincare- B end ix son环域定理得到平衡点外存在稳定极限环的条件。同时对相应结论

的生态学意义给予说明,通过用计算机软件M ap le进行图形绘制,能够清晰了解轨线的走向和趋势,

从而证明了理论分析的正确性。
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� � 对于食饵 � 捕食系统

dx

dt
= f ( x ) - P ( x, y )

dy

dt
= - dy + Q (x, y )

( 1 )

的定性研究,近年来有一些结果。本文在文献 [ 1- 3]的

基础上,研究了如下一类广义系统:

dx

dt
= x ( a - bx ) - kyx

�
+ h  P (x, y )

dy

dt
= y (- d + kex

�
)  Q (x, y )

( 2 )

其中, a, b, k, d, e, h均为正常数, 0 < �< 1。讨论系统平

衡点的形态,极限环的存在性以及系统的稳定性。

基于生态意义,仅在 � = { ( x, y ) | x ! 0, y ! 0 }内

考虑。a - bx代表食饵种群的增长率; ky
�
代表每一个捕

食者的捕食率, h代表食饵投放率; d代表捕食种群的自

然死亡率; k代表捕食者的转化率。

1 平衡点的性质
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d

ke
)

1
�
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时, 系统 ( 2 )仅有一个

平衡点,为 A 1 (
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, 0)。
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时, A 1为
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时, A 1为稳定结点。

证明 由系统 ( 2)知
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且
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< (
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时,
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> 0, A 2为不稳定 (结 )焦点。

定理 2 当 (
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且
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d
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�

时,平衡点 A 2为全局渐进稳定点。

证明 取 Dulac函数: B (x, y ) = x
- �
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, 则
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故 x = (
d

k e
)

1
�

为 !(x )的极大值点,从而

D  
 (BP )

 x +
 (BQ )

 y < 0

由 Dulac 定 理 知, 当
2b

a
< (

d

ke
)

1
�

且 (
d

ke
)

1
�

<

a + a
2
+ 4bh

2b
时,模型 ( 2)在区域 G内无闭轨线,又由

定理 1知,正平衡点 A2为全局渐进稳定的平衡点。

注:应用文献 [ 4- 6]中定理。
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2 极限环的存在性和稳定性

定理 3 当 (
d

ke
)

1

�

<
a + a

2
+ 4bh

2b
且

a

2b
< (

d

ke
)

1

�

时,模型 ( 2)在区域 G内无闭轨。

注:定理 3在定理 1( 2)证明过程中已证明。

定理 4 当 (
d

ke
)

1
�

<
a+ a

2
+ 4bh

2b
且 ( 1- �)a(

d

ke
)

1
�

+

JP (�- 2) b(
d

ke
)

2
�

- �h > 0时,则模型 (2)围绕A 2至少存

在一个稳定的极限环。

证明 当 x ∃ ( 0, + % )时,将模型 ( 2)改写成如下形

式:

dx

dt
= kx

�
[
x(a - bx ) + h

kx
� - y ]  !(x) [#(x ) - y ]

dy

dt
= ey (-

d

e
+ kx

�
)  ey[!(x ) - m]

( 3)

其中, #(x ) =
x ( a - bx ) + h

kx
�

, !(x ) = kx
�
, m =

d

e
且有
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�
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, 可知

#( x0 ) > 0, #∀( x0 ) > 0。又由 #∀(x0 ) 的连续性, 存在

(x0, y0 )的邻域 U ! G, 使得对任意的 (x, y ) ∃ U, 总有

#( x0 ) > 0, 对模型 ( 3)取 Lyapunov函数:

V(x, y ) = e&
x

x0

!(x) - !(x0 )

!(x )
dx + &

y

y 0

y - y0

y
dy, (x, y) ∃ U

易得 &
y

y 0

y - y0

y
dy > 0, 而 !∀( x ) = �kx

�- 1
> 0 ( x > 0 ),

有 (x - x0 ) [!(x ) - !(x0 ) ] > 0(x ∋ x0 )故 V (x, y ) > 0,

(x, y ) ∃ U \ ( x0, y0 )。

对 V沿模型 ( 3)求导得:

dV

dt
=

 V
 x

dx

d t
+

 V
 y

 y
 t

=

e [!(x ) - !( x0 ) ] ( [ #(x ) - #(x0 ) ] =

e!∀( ∃) #∀( %) (x - x0 )
2
, (x, y ) ∃ U

∃, %落在以 x0 为心的某一去心邻域内, 所以有

dV

dt
! 0, 且

dV

d t
= 0的集合除了 (x0, y0 ) 外无整条轨

线,由克拉索夫斯基不稳定定理知: ( x0, y0 )为不稳定

点,因此 (x0, y0 )可作为 P oincare - B end ix son环域的内

境界线。

构造 Poincare - Bendix son环域的外境界线 ) , 并讨

论模型穿过边界 ) 的轨线的走向。) 由如下线段构成:

L 1  x = 0, 则
dL 1

d t
=

dx

dt
= h > 0, 模型 ( 3)穿过

L 1的轨线从左至右。

L 2  y = 0为模型 ( 3)的轨线。

L 3  x - x1 = 0, x1 =
a + a

2
+ 4bh

2b
, 0 < y ∗ A, 其

中 A = m ax
x∃ [x 0, x 1 ]

#(x ),
dL

3

d t
=

dx

dt
= - ykx1 < 0。因此, L 3

为模型 ( 4 )的无切线段,穿过 L 3的轨线从右向左。

L 4模型:

dx

dt
= !( x ) [A - y ]

dy

dt
= ey [!(x ) - m ]

( 4)

以 ( x1, A )为起点的轨线,而模型有唯一的正平衡 (x0,

A )。当 x > x0, y > A时,
dy

dx
< 0, 因此模型 ( 4 )过 (x1,

A )的轨线递减且与 x = x0相交于 (x0, B ), 记此段轨线

为 L4, 这时 B > A; 再过 ( x0, B )作水平线段 L 5 : L5 = y

- B = 0, 因为 !∀(x ) > 0 (x > 0 ), 所以当 x < x0时,

!(x ) < !(x0 ) = m, 故
dL5

dt
=

dy

dt
= eB [!- m ] < 0,

且穿过 L 5的轨线从上至下。

在 L 4上,
dx

d t
= !(x ) [ #(x ) - y ] < !( x ) [A - y ] =

dx

d t
< 0,

dy

dt
=

dy

dt
= ey [!(x ) - m ] > 0, 因此, L1, L 2,

L 3, L 4, L 5构成模型的环域的外境界线,且穿过边界的轨

线均从外至内。因此在 A 2的周围至少存在一个稳定的

极限环。

注:应用文献 [ 4- 6]中定理。

3 数值仿真与生态意义

例 1 考虑如下模型

dx

dt
= x ( 1 - x ) - y( x

0�5
+ 1

dy

dt
= y (- 1 + x

0�5
)

此模型在第一象限有唯一的正平衡点 ( 1, 1) 且满

足定理 2的条件,利用M ap le绘图程序,得到了第一象限

出发的规线均无限趋于正平衡点 ( 1, 1)的图形,如图 1

所示。

例 2 如下模型

dx

dt
= x ( 12 - 2x ) - y( x

0�5
+ 2

dy

dt
= y (- 1 + x

0�5
)
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图 1 定理 2的数值仿真

此模型在第一象限有唯一的正平衡点 ( 1, 12)且参

数满足定理 4的条件,利用M ap le绘图程序,得到了第一

象限正平衡点 ( 1, 12) 周围存在稳定的极限环,验证了

定理 4的结论,如图 2所示。

图 2 定理 4的数值仿真

� � 注:应用文献 [ 7- 8]知识中画图。

生态意义:定理 2的结论表明,在相应的参数条件

下,两种群共生存,最终保持在平衡位置;定理 4的结论

表明,两种群均不会灭绝,它们的数量在平衡点邻近呈

现为稳定的周期振荡。
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Qualitative Analysis of Predator�Prey System w ith Constant Rate S tok ing

LIU H ao, ZHANG Zhao�q iang, LIU Q i�kuan

( Schoo l ofM athem atics, Chengdu University of Information T echnology, Chengdu 610225, China )

Abstrac:t In this paper, we studied a predator�prey system w ith constant rate stoking. W e disscussed the stability of e�

quilibrium, used theP oincare�B end ix son�s annular theorem to get som e sufficient condit ions for the existence and stability for

lmi it cycles of such system s stable of the lmi it cycle around the pos itive equilibrium of the system, at the sam e tmi e g iven

m eaning to the corresponding conclusions on the ecology. T hrough carry ing on sketch to design w ith the computer softw are

M ap le, w e can clearly understand line direction and trends, in order to demonstrate the va lidity of qualitative for d ifferential

pow er system was proved.

Key words: equilibrum po ints; globa l stab ility; lmi it cycle; M ap le so ftware
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