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� � 摘 � 要:文章研究了多重工作休假的 Geom /Geom /1 /N 离散时间排队系统。应用矩阵几何解的方

法,给出了稳态下顾客数的概率分布,并得到了系统平均队长、平均等待队长以及顾客的消失概率等

性能指标。最后通过数值例子分析了系统参数对系统的平均队长和消失概率的影响。
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引 言

休假排队是近来排队论中的热点问题。 2002年,

Servi与 F inn
[ 1]
揭开了工作休假排队研究的序幕。与经

典的休假排队相比,工作休假排队的特点在于工作休假

期间能低速为顾客服务,这在理论上增加了模型分析的

难度。然而,工作休假排队模型在光纤通信、电子商务、

随机网络、生产管理、计算机系统、生产制造系统等高新

技术领域却有更广泛的应用。随后, K mi , Choi与

Chae
[ 2]
, W u与 Takag i

[ 3]
推广了文献 [ 1]中的结果, 使用

嵌入M arkov链和复函数围道积分相继研究了多重工作

休假 M /G /1排队。 Baba
[ 4]
用矩阵分析的方法讨论了

GI /M /1多重工作休假排队。首次运用矩阵几何解的方

法, L iu, Xu与 T ian
[ 5]
研究了M /M /1多重工作休假排队,

得到了类似于经典休假排队中普遍存在的随机分解规律。

接着, L ,i T ian与 L iu
[ 6]
研究了离散时间 GI /Geom /1多重工

作休假。

各种工作休假策略的引入及工作休假期间不同服

务速度的选取,为排队系统的稳态设计提供了极大的灵

活性,从而对服务制造过程的管理提供新的手段。然

而,现存的大多数文献集中于单服务台无限排队容量的

模型的研究,只有少数文献分析了单服务台有限容量的

排队系统,如, T ian, Fan和 Zhao
[ 7]
研究了单服务台有限

容量M /M /1 /N排队,实际问题中,如果排队室容量不是

非常大,那么用排队容量无限的模型去研究就显得不太

适合。因此,在上述研究的基础上,本文详细分析了一

个单服务台有限容量的 G eom /G eom /1 /N 多重工作休假

排队模型。

1 模型的描述

考虑一个多重工作休假的 G eom /G eom /1 /N 型离散

时间排队模型,其中系统中只有一个服务台,每次只能

接待一位顾客, N 是包括正在服务的顾客在内的系统容

量,一旦系统中顾客数达到 N 个, 再到达的顾客就将消

失。因此这也是个消失系统。本文中, 对于 � x � [ 0,

1 ], 我们记 x = 1 - x。描述模型如下:

1 )顾客到达只能发生于 t = n
+
, n = 0, 1�。到达间

隔 A服从几何分布:

P {A = k } = p p
k- 1
, k � 1, 0 < p < 1。

2)服务开始与结束均发生于 t = n, n= 0, 1�在忙

期中的服务时间 Sb服从几何分布:

P {S b = k } = �b �b
k- 1
, k � 1, 0 < �b < 1

在假期中的服务时间 Sv服从几何分布:

P {S v = k } = �v �v
k- 1
, k � 1, 0 < �v < 1

3)工作休假状态时间 V服从几何分布:

P { V = k } = ��k- 1, k � 1, 0 < �< 1



该模型的策略下: 一旦系统无顾客, 服务员立刻开始进

入一个随机长度为 V的工作休假。在休假期内,如果有

新顾客到达系统,则服务员以较慢的速率 �v为顾客提供

服务,而非完全停止服务。当一次工作休假结束时,如

果系统中已有顾客在等待,那么服务员立即停止工作休

假,服务率由 �v提高到 �b, 开始正常工作,否则服务员

进入另外一次独立同分布的工作休假。

假设到达时间间隔,工作休假时间 V, 正规忙期内

的服务时间 Sb和工作休假期内的服务时间 Sv彼此独立,

且遵循 FCFS的服务规则。

在这个模型里,我们设 L n表示时刻 t = n
+
系统中的

顾客数。Jn表示时刻 t = n
+
系统所处的状态。定义

Jn =
0,时刻 t = n

+
处于工作休假状态

1,时刻 t = n
+
处于正规忙期状态

这样, 二维随机过程 { ( Ln, Jn ), n � 0} 形成一个

M arkov链,其状态空间为

� = { ( 0, 0) } � { (k, j), 1 � k � N, j = 0, 1 }

其中,状态 ( 0, 1)表示系统处于闲期;状态 ( k, 1), k

� 1表示系统处于忙期,有 k个顾客;状态 ( k, 0), k � 0

表示系统处于休假期,有 k个顾客。

按照字典排序法,转移概率矩阵可写成如下形式:

P =

A 00 A01

B 10 A1 A0

A2 A1 A0

A2 A1 A0

� � �

A2 A 1 A0

A 2 A1 A0

A2 C0 (N + 1) �(N + 1)

其中

A 00 = 1 - p �v, A 01 = (�p �v �p �v )

B 10 = (p�v p�b )
T

A 1 =
�( 1 - p �v - p�v ) �( 1- p �v - p�v )

0 1 - p �b - p�b

A 0 =
�p �v �p �v

0 p �b
, A2 =

�p�v �p�v

0 p�b

C 0 =
�( p�v + �v ) �(p�v + �v )

0 p�b + �b

由状态转移阵的分块三对角结构可知, M arkov链

{ (Ln, Jn ), n � 0 }为拟生灭过程 (QBD )。在此模型中,

矩阵方程

R
2
A 2 + RA 1 + A 0 = R ( 1 )

的最小非负解 R起着重要作用,称为率阵。

设 �= p

�b
, �= ��- 1

。

引理 1
[ 8]
当 �< 1时, {Ln, Jn }是正常返的,矩阵方

程 ( 1)有最小非负解

R =
a b

0 c

其中

a =
1

2p�v
[�+ p�v + p �v - (�+ p�v + p �v )

2
- 4p p�v �v ]

b =
�a

p�b ( 1 - a)
, c =

p �b
p�b

引理 2
[ 8]
当 �< 1时,关系式

p�v +
�

�( 1- a)
=
p �v
a

= p�v ( 1- a) + �+ p �v ( 2 )

2 稳态分析

假设 (L, J )是过程 {Ln, Jn }的稳态极限,

记

�k j = lim
n� �

P {Ln = k, Jn = j} = P {L = k, J = j }, ( k,

j) � �, �0 = �00, �k = (�k0, �k1 ), 1 � k � N, � =

(�0, �1, �, �N )。

当 �< 1时, {L n, Jn }是正常返的,其稳态队长满足

� P = � , � e = 1 ( 3 )

可验证, �k = �1R
k- 1
, 1 � k � N - 1满足 ( 2 )式,只需

计算 �, �1即可。设

B [R ] = [
A00 A 01

B 1 RA2 + A 1

]

定理 1 {Ln, Jn }的稳态极限 ( L, J )的分布是

�00 = K

�k0 = K a
k

�k1 = K b�
k- 1

j= 0

a
j
c
k- 1- j � � 1 � k � N - 1

�N 0 = �0K a
N- 1 � � � � k = N

�N 1 = (�1 + �3 �0 )Ka
N - 1

+ �2K b�
N- 2

j = 0

a
j
c
N- 2- j

其中

K =
( 1 - a) ( 1 - c)

1+ b - c
,
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�0 =
�p �v

1 - �(p�v + �v )
, �1 =

�p �v
1- ( p�b + �b )

�2 =
p �b

1 - (p�b + �b )
, �3 =

�(p�v + �v )

1 - (p�b + �b )

证明 当 1 � k � N - 1时,计算可得

B [R] =

1- p�
v

�p �
v

�p �
v

p�v �(1- p �v - p�v (1- a)) �(1- p �v - p�v (1- a)) + p�bb

p�
b

0 1 - p�
b

由 式 ( 3)可知,

(�00, �10, �11 )B [R ] = (�00, �10, �11 ) ( 4 )

得

�
00
= ( 1- p �

v
) �

00
+ p�

v
�
10
+ p�

b
�
11

�10 = �p �v�00 + �( 1 - p �v - p�v ( 1- a ) )�10

�
11
= �p �

v
�

00
+ [ �(1 - p �

v
- p�

v
( 1- a) ) + p�

b
b ]�

10
+ ( 1- p�

b
)�

11

解方程组并利用关系式 ( 2)得

�
10
= a�

00

�11 = b�00

再由

�00 + �1 ( I - R )
- 1 e = 1

这里

( I - R )
- 1
=

1

1 - a

b

( 1 - a) ( 1- c)

0
1

1- c

得

�00 =
( 1 - a) ( 1 - c)

1+ b - c

记

K = �00

计算得

R
k- 1

=
a
k- 1 �

k- 2

j= 0

a
j
bc

k- 2- j

0 c
k- 1

由矩阵几何解的方法, 当 1 � k � N - 1时, 有 �k =

�1R
k- 1
, 得

�k0 = K a
k

�k1 = K b�
k- 1

j= 0

a
j
c
k- 1- j

当 k = N时,利用 ( 2 )得 �N 和 �N - 1的关系如下

�N 0 = �N- 1, 0�p �v + �N 0�(p�v + �v )

�N 1 = �N- 1, 0�p �v + �N - 1, 1p �b + �N0�(p�v + �v ) + �N 2(p�b + �b)

将 �N- 1代入上式即可得到 �N , 从而定理得证。

3 系统的性能指标

�系统处于工作休假的概率

PV = �
N

k= 0

�k0 = �
N

k= 0

K a
k
= K

1 - a
N- 1

1 - a
+ �0K a

N- 1

�系统处于正常服务期的概率

PB = �
N

k= 1

�k1 = �
N- 1

k= 1

K b�
k- 1

j= 0

a
j
c
k- 1- j

+ ( �1 + �0�3 )K a
N - 2

+ �2K b�
N- 2

j= 0

a
j
c
N - 2- j

�系统的队长分布和平均队长

系统的队长分布是

P {L = 0 } = �00 = K

P {L = k } = �k0 + �k1, 1 � k � N - 1

= Ka
K
+ K b�

k- 1

j = 0

a
j
c
k- 1- j

P {L = N } = �0Ka
N- 1

+ (�1 + �0�3 )K a
N- 2

+ �2K b�
N- 2

j = 0

a
j
c
N- 2- j

系统的平均队长是

E (L ) = �
N

k= 1

k( �k0 + �k1 )

= �
N- 1

k= 1

kK (a
k
+ b�

k- 1

j = 0

a
j
c
k- 1- j

)

+ NK (�0a
N- 1

+ (�1 + �0�3 )a
N- 2

+ �2b�
N- 2

j= 0

a
j
c
N- 2- j

)

�系统的平均等待对队长

E (W ) = �
N - 1

k= 1

k (�k+ 1, 0 + �k+ 1, 1 )

= �
N - 2

k= 1

kK ( a
k+ 1

+ b�
k

0

a
j
c
k- j
)

+ (N - 1 )K (�0a
N- 1

+ (�1 + �0 �3 ) a
N- 2

+ �2b�
N - 2

j= 0

a
j
c
N- 2- j

)

�顾客的消失概率

PLoss = �N 0 + �N 1

= K �0a
N - 1

+ (�1 + �0 �3 ) a
N - 2

+ �2b�
N- 2

j= 0

a
j
c
N- 2- j

4 数值例子

通过以上的分析我们得到了系统的平均队长、平均

等待队长及消失概率等性能指标。由于离散时间排队

模型能够合理的代表许多系统,尤其是数字通信系统,

所以本文中的模型可以应用到许多实际问题当中去,但

作为一个管理决策人员不仅要知道排队系统的稳态指

标,而且还要了解系统中的某些参数对这些稳态指标的

影响,从而尽可能达到最优。
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下面图 1给出了系统平均队长随工作休假期服务

率 �v的变化趋势。图 2分析了消失概率随工作休假期

服务率 �v的变化规律。

从而说明,根据实际情形, 设置不同的 �、�v等参数,

可以改变性能指标,提升系统的性能。
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Perform ance Analysis of theGeom /Geom /1 /N Queuing System with

M ultip leW orkingVacations

LI Yan�ce1 , FENGH u i2, XU X iu�li1

( 1. Co llege o f Science, Yanshan University, Q inhuangdao 066004, China;

2. No. 1M iddle Schoo l of Changzhi County, Changzh i047100, China)

Abstrac:t In this paper, we cons ider a discrete tmi eGeom /Geom /1 /N queuing system w ithm ultiple working vacations.

W e obtain the distribution o f the number of customers in the system by m atrix�geom etric so lution m ethod. Som e perform ance

m easures of the system such as the average number of the custom ers and the average w aiting tmi e of a custom er and the loss

probability in the stat ionary state are a lso presented. F ina lly, w e verify the effect of the parameters of system on the average

queue length and loss probab ility by num erical examples.

Key words: discrete tmi e queue; matrix�geom etric solution method; multiple working vacat ions; fin ite buffer
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