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中立型随机积分微分方程的稳定性
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� � 摘 � 要: 考虑一类中立型随机积分微分方程,并通过应用 Banach不动点方法得出使得其零解均

方指数稳定性的条件,同时对所得的零解均方指数稳定给出了严格的证明。一些相关文献的结果被

改进。
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� � 很多专家学者, 已利用 Lyapunov直接法、不动点方

法以及其它方法研究了确定性和随机微分方程以及积

分微分方程解的稳定性、有界性和周期解的存在性,并

对三种方法进行了分析和比较
[ 1�11]
。作为不动点方法的

推广,作者已经在文献 [ 12]中研究了一类随机积分微分

方程的均方指数稳定性和 L
2
稳定性, 改进了文献 [ 10]

的部分结论。作为该研究的深入推广, 这里将继续采用

Banach不动点方法研究一类中立型随机积分微分方程

的均方指数稳定性。

1 主要结果

设 { � , F, P}为完备空间,具有满足通常条件的流

{F t } t�0。{�( t), t � 0}是定义在此空间上的标准一维

W iener过程,函数 q( t), a( t), b ( t ), G ( t )  C (R
+
, R ),

 ( t )  C (R
+
, R

+
)且 |  ( t) | < ! 。且满足当 t∀ ! 时,

t -  ( t) ∀ ! 。

考虑如下中立型随机积分微分方程

d[x( t) - q( t)x( t-  (t) ) ] = [a(t)x( t) + b( t)x( t-  (t) ]

d t+ #
t
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及初始条件 x0 = !( t)  C ( [m ( 0), 0], R ), 其中 x ( t)  

R, m ( 0) = in f( s -  ( s), s � 0)。

作为方程 ( 1 )的特殊情形,文献 [ 12]已经研究了如

下方程

dx( t) = a(t)x( t)dt+ #
t

0
G (t- s)x( s)dsd�( t), t� 0 (2)

得出方程 ( 2 )均方指数稳定性的定理:

定理 1 假设存在一些正的常数 ∀,M 0, #, ∃,M和 %  

( 0, 1)以及连续函数 h ( s): [ 0, ! ] ∀ R
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则方程 ( 2 )的零解指数均方稳定。

作为推广,本文将采用 Banach不动点方法研究一类

中立型随机积分微分方程的均方指数稳定性。得到下

面结论:

定理 2 假设  ( s) 可微, 且存在正的常数 ∀, ∋1,

∋2, ∋3, M,M 1,M 2,M 3, #和 %  ( 0, 1 ) 以及连续函数

h( s): [ 0, ! ] ∀ R
+
, 使得对 t� 0,
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则方程 ( 1 )的零解指数均方稳定。

注 1 如果在定理 2中选取 q ( t) = b( t) = 0, 则定

理 2就退化为定理 1的结论。

2 定理 2的证明

证明 用 S表示为 F -适应过程 (( t, �): [m ( 0),

! ) & � ∀ R组成的 Banach空间, 且对固定的 �  �,

(( t, �)对 t几乎处处连续。更进一步, 假设当 s  

[m ( 0 ), 0] 时, (( t, �) = !( s); 且当 t ∀ ! 时,存在一

正常数 0 < ∋< m in {∋1, ∋2, ∋3, #}使得 e
∋t
E | !( t, �) | 2

∀ 0。

定义算子 ) : S ∀ S如下:

( 1 )当 t  [m ( 0 ), 0] 时, ( ) !) ( t ) = !( t)。
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首先证明 ) 在 [ 0, ! ]上均方连续。令 ! S, t1� 0, |+|

充分小,
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所以,可以断定 ) 在 [ 0, ! ]上是均方连续的。对于 )

( S )  S。
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由于当 t ∀ ! 时, t - ∗( t) ∀ ! , t -  ( t) ∀ ! , 则必存

在一常数 ,, −, 使得,当 t ∀ ! 时,有

e
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所以, ) ( S)  S。

再者,证明 ) 是压缩的,由条件 ( v)易知, 存在常数
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由 ( 6 )式知, ) 是压缩映射。由压缩映射定理知, ) 在

空间 S上存在唯一不动点 x( t)。满足 x( 0) = !, 且存

在满足 0 < ∋< m in{ ∋1, ∋2, ∋3, #}的正常数 ∋,使得当 t

∀ ! 时, e
∋t
E x ( t)

2 ∀ 0。所以方程 ( 1)的零解指数均

方稳定。故得证。

3 实 例

例 1 考虑如下中立型随机积分微分方程

d [x ( t ) ] = - 2x ( t)d t+ #
t

0
e
- ( t- s)

x ( s)dsd�( t ), t� 0 ( 8)

如果在定理 2中取 h( t) ( 2,则方程 ( 8)零解指数

均方稳定。

例 2 考虑如下中立型随机积分微分方程

d [x ( t ) - c1x ( t-  ) ] = [- c2x ( t) + c3x ( t-  ) ] d t+

#
t

0
∀e- ( t- s) x ( s) dsd �( t ), t� 0 ( 9)

其中, c2 > 0,  ( t) > 0, ∀ > 0, # > 0。如果在定理 1

中取 h( t) ( c2, 则方程 ( 9 )零解指数均方稳定的条件

是: | c1 |+
| c3 - c1 c2 |

c2
+

∀

2 c2#
< 1。

注 2 文章利用 Banach不动点定理研究了一类中

立型随机积分微分方程零解的指数均方稳定性,所得的

结论改进了 Lyapunov理论和 M ao Xue rong
[ 10]
的结果。

在应用不动点理论时,通过引进一个新的函数 h( s)来研

究随机微分方程的稳定性,这样就使得稳定性的研究更

加简单易行。
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Abstrac:t W e considered the exponent ia l stability in m ean square of a kind o fneutra l stochastic integro�differential equa�

t ions w ith bounded delays bym eans o f fixed point method, and proved them ean square exponetial stability of zero solution.

Som e literature resultsw ere mi proved.
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