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关于一个不定方程组正整数解的上界

贺腊荣

(西北大学数学系, 西安 710127)

� � 摘 � 要:运用 Baker方法得到不定方程组 13x
2
- 11y

2
= 2, 48x

2
- 13z

2
= 35正整数解的上界,即记 S

= { ( x, y, z ) | x, y, z � Z,并且满足方程组 13x
2
- 11y

2
= 2, 48x

2
- 13z

2
= 35}, T = {y | (x, y, z) � S}

若能求得 T的上界,只要将解内的 y值代入方程组,就可求得方程组的全部正整数解。可以得到上界

方程组 13x
2
- 11y

2
= 2, 48x

2
- 13z

2
= 35的上界为 ( x, y, z ) = ( 0�92  24

18
39 3

, 24
18

3 93

, 1�92  24
18

39 3

)。
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引 言

在不定方程组的研究中,整数解绝对值的上界的确

定是个重要的问题,因为一旦知道这一上界,只要把界

内的整数代入原方程 (组 ),即可得到全部解。目前对于

不定方程

a2x
2
- a1y

2
= a2 - a1

a3y
2
- a2 z

2
= a3 - a2

( 1 )

( a1, a2, a 3为正整数且其中任两个数之积与 1的和为平

方数 )的整数解的上界已有不少学者进行了研究, 如陈

志云
[ 1]
于 1997年解决了当 a1 = 7, a2 = 9, a3 = 32时方程

组 ( 1)的解的上界, 2006年,李杨
[ 2]
解决了 a1 = 5, a2 = 7,

a3 = 24时方程组 ( 1 )的解的上界, 胡青龙等
[ 3]
, 郑兆

顺
[ 4]
分别于 2006年, 2008年解决了 a1 = 3, a2 = 5, a3 =

16与 a1 = 9, a 2 = 11, a3 = 40时方程组 ( 1)的解的上界,

本文运用 Baker方法研究当 a1 = 11, a 2 = 13, a3 = 48

时,即不定方程

13x2 - 11y2 = 2

48y
2
- 13z

2
= 35

( 2)

的解的上界。

方程组 ( 2 )可化为

169x
2
- 143y

2
= 26

624y
2
- 169z

2
= 455

( 3)

令 13x = x!, y = y!, 13z = z!, 方程组 ( 3)变为

x!2 - 143y2 = 26

z!2 - 624y!2 = - 455

即

x2 - 143y2 = 26

z
2
- 624y

2
= - 455

由文献 [ 5- 6]易知 Pell方程 x
2
- 143y

2
= 1的基本解为

12+ 143, 不定方程 x
2
- 143y

2
= 26的基本解为 13+

143。所以方程 x
2
- 143y

2
= 26的所有正整数解为

xm + ym 143 = ( 13+ 143) ( 12+ 143)
m

m ∀ 0

( 4)

又因为

xm + 1 + ym+ 1 143 = ( xm + ym 143 ) ( 12+ 143)

所以有

xm + 1 = 12xm + 143ym

ym + 1 = xm + 12ym

m = 0, 1, 2, #, x0 = 13, y0 = 1

( 5)

不难得出 Pell方程 z
2
- 624y

2
= 1的基本解为 25 +

624, 不定方程 z
2
- 624y

2
= - 455的基本解为 13+



624或 - 13+ 624, 所以 z
2
- 624y

2
= - 455的所有正

整数解为

zn + yn 624 = ( 13+ 624) ( 25+ 624)
n

n = 0, 1, 2, #
( 6)

或

zn + yn 624 = (- 13+ 624) (25+ 624)
n

n = 0, 1, 2, #
( 7)

由 ( 4 )式,得

xm - ym 143 = ( 13- 143) ( 12- 143)
m

m ∀ 0

( 8)

由 ( 4 )式与 ( 8)式得

2 143ym = ( 13 + 143 ) ( 12- 143)m -

( 13 - 143 ) ( 12- 143)
m

类似有

2 624yn = ( 13 + 624 ) ( 25+ 624)
n
-

( 13 - 624 ) ( 25- 624)
n

2 624yn = (- 13 + 624) ( 25+ 624 )
n
+

( 13 + 624 ) ( 25- 624)
n

令 ym = yn, 得

(13+ 143) (12+ 143)m

143
+
( 143- 13)( 12+ 143)-m

143
=

(13+ 624) ( 25+ 624)
n

624
+
( 624- 13) (25+ 624)

-n

624

( 9)

(13+ 143) (12+ 143)
m

143
+
( 143- 13)( 12+ 143)

-m

143
=

(- 13+ 624) ( 25+ 624)
n

624
+
( 624+ 13) (25+ 624)

-n

624

( 10)

若 x, y, z � S, 则必存在 m, n, 使得 y = yn = ym, 从而

使 ( 9 )式或 ( 10)式成立。因此, 如果求得 ( 9)式或 ( 10)

式成立的 m的上界, 就可以通过 ( 5 )式求得 ym 的上界,

从而得 T的上界。

1 主要引理及定理

引理 1
[ 7]
设 �1, �2, #, �k是 k( k ∀ 2 )非零代数,

�i i = 1, 2, #, k 的次数和高分别不超过 d ( d ∀ 4)和

A (A ∀ 4 )。若存在整数 b1, b2, #, bk满足 0 < b1 lg�1 +

b2 lg�2 + # + bk lg�k < e
-�H
, 其中 0 < �∃ 1, H = m ax( |

b1 |, | b2 |, #, | bk | ), 则H < ( 4
k
2

�- 1
d
2k
lgA )

( 2k+ 1)
2

。这里

�的次数不妨设为 n,是指 �满足一个 n次整系数代数

方程,而不满足任何低于 n次的整系数代数方程; �高

不妨设为 h,是指 �所适合的整系数不可约多项式 am xm

+ # + a1x1 + a0的系数 aj ( j = 0, 1, #, m )绝对值的最大

值,即 h = m ax( | am | , #, | a0 | )。

这个结论是由 Baker A证明的
[ 7]
, 他还运用此结论

给出了某些类型的不定方程整数解绝对值的上界,按照

Baker A的这种思路来研究不定方程 (组 )的方法,通常

称为 Baker A方法。

定理 1 ( 1 )若 ( 9)式成立,则m = n = 0或m > n;

( 2 )若 ( 10)式成立,则 m = n = 2或 m > n。

定理 2 ( 1 )若 ( 9 )式成立, 且 m ∀ 3, 则 lg
P

Q
<

0�91099P- 2
; ( 2)若 ( 10)式成立, 且 m ∀ 3, 则 lg

P

Q 1

<

0�91099P- 2
, 这里 Q 1 =

(- 13 + 624)

624
( 25+ 624 )

n
。

定理 3 ( 1)若 ( 9)式成立,则 0 ∃ m ∃ 18
393
, ( 2)若

( 10)式成立,则 2 ∃ m ∃ 18
393
。

定理 4 不定方程 ( 2 )的正整数解得上界为 (x, y,

z) = ( 0�92  24
18

3 93

, 24
18

39 3

, 1�92  24
18

3 93

)。

2 定理证明

定理 1证明 由 ( 4 )式知, 当m = 0, ym = 1, 若 ( 9 )

式成立,则必有 yn = 1。由 ( 6)式得当 n = 0时, yn = 1,

且 yn 随 n的增大而增大,故只可能是 n = 0。

当 m > 0时,由 ( 5)式知 ym > 1,此时,若 ( 9 )式成

立,则必有 yn > 1,由此得 n > 0。记

P =
( 13 + 143 ) ( 12+ 143)

m

143

Q =
( 13+ 624) ( 25 + 624 )

n

624
( 11)

则 P > 2, Q > 1且由 ( 9 )式得

P -
2

11
P
- 1
= Q +

35

48
Q
- 1

则 P - Q =
2

11
P
- 1
+

35

48
Q
- 1
> 0,故P > Q, 再利用 ( 11)式得

( 13 + 143 ) ( 12+ 143)

143
>
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( 13 + 624 ) ( 25+ 624 )
n

624

故

( 12+ 143)
m
>

143(13+ 624)

624(13+ 143)
(25+ 624)

n

从而 m ln ( 12+ 143) > ln0�73+ ln ( 25+ 624)
n
,所

以 3�176m > - 0�315 + 0�3�912n, 即 3�176(m - n ) >

0�736n - 0�315∀ 0�412 > 0,即 n > 0, n � Z, 所以m >

n。定理 1( 1)得证。定理 1 ( 2)的证明与定理 1 ( 1)类似。

定理 2证明 若 ( 9 )式成立,且 m ∀ 3, 由定理 1可

知 n ∀ 1, 于是由 ( 11)式可知 P > 28702, Q > 76, 从而

1

P
<

1

28702
,

1

Q
<

1

76
,则

Q = P -
2

11
P
- 1
-

35

48
Q
- 1
>

P -
2

11  28702
-

35

48  76
> P -

1

104

故 Q
- 1
<

104

104P - 1
, 所以

P - Q =
2

11
P
- 1
+

35

48
Q
- 1
<

2

11
P
- 1
+

35  104

48( 104P - 1 )

又 P > 28702, 则

P - Q <
2

11
P
- 1
+

35  104

104-
1

28702

P
- 1
= 0�91098510P- 1

于是 0 <
P - Q

P
< 0�91098510P - 2

< 1。当 0 < x < 1时,

- ( lg( 1 - x ) ) < x + x
2
, 得

0< lg
P

Q
=- lg(1-

P -Q

P
) <- lg( 1- 0�91098510P - 2

) <

0�9109851P - 2
+ ( 0�9109851P - 2

)
2
< 0�91099P- 2

即证明了定理 2( 1),定理 2 ( 2)的证明与定理 2 ( 1)类似。

定理 3证明 由于

P > Q,
P

Q
=

624 ( 13+ 143) ( 12 + 143 )
m

143( 13 + 624 ) ( 25+ 624)
n

若 ( 9 )式成立,且m ∀ 3, 由定理 2,知

0 < lg
P

Q
= M lg( 12+ 143) - n lg( 13+ 624) +

lg
624 ( 13+ 143)

143 ( 13+ 624)
< 0�91099P - 2

=

0�91099 143

13 + 143

2

 
1

( 12 + 143 )
2m
<

0�209132  
1

( 12 + 143 )
m
< e

-m

记

a1 = 12+ 143, a2 = 25 + 624

a3 =
624( 13 + 143 )

143( 13 + 624 )

a!3 =
624 (- 13+ 143)

143( 624+ 13)

则 a1, a2分别满足 x
2
- 24x + 1 = 0, x

2
- 50x + 1 = 0且

x
2
- 24x + 1, x

2
- 50x + 1均为整系数不可约多项式。a3

在四次域上的 3个共轭根为:

a!3 =
624( 13- 624)

- 143( 13+ 624)

a%3 =
- 624( 13+ 143)

143( 13- 624)

a
 
3 =

624( 13- 143 )

143( 13- 624 )

以这四个代数数为解的方程为:

( 143  455)
2
x
4
- 23223520320x

3
+ 19543949568x

2
+

5790799872x + 624  26
2
= 0

且方程左边为一整系数不可约多项式,然后用引理 1,这里

K = 3d = 4A = 23223520320,H = m ax(m, n, 1) = m, 所以

m < ( 4
3

2

 1  4
2 3

lg23223520320 )
( 2 3+ 1)

2

=

( 4
15  10�4 )49 < 18

393

又由于当 m = n = 0时 ( 9 )式成立,即证明了定理 3( 1)。

仿照上面的证明过程,将 Q换成 Q 1, 再应用引理 1

时将 a3换成 a!3, 即可证明定理 3( 1)成立。

定理 4证明 由m < 18
393
和等式

2 143ym = ( 13 + 143 ) ( 12- 143)
m
-

( 13 - 143) ( 12- 143 )
m
, (m ∀ 0 )

可得, y < 24
18

39 3

, 即 y的上界为 24
18

3 93

, 则不定方程组 ( 2)

可以求得正整数解,为

(x, y, z) = ( 0�92  24
18

3 93

, 24
18

39 3

, 1�92  24
18

3 93

)
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Abstrac:t ByBaker! sm ethod, th is paper solutes the upper bound for the pos itive integer so lution o f the system ofD io�

phantine equations
13x

2
- 11y

2
= 2

48y
2
- 13z

2
= 35

, was soluted and letS = { (x, y, z) | x, y, z � Z, and, 13x
2
- 11y

2
= 2, 48x

2
-

13z
2
= 35}, T = {y | (x, y, z) � S }, Ifwe can get the upper bounds ofT and as long asw e let y of solut ion put the system

ofD iophantine equat ions, w emay get all in teger solut ions of the system o fD iophant ine equat ions and we can get the upper

bounds are ( x, y, z ) = ( 0. 92  24
18

39 3

, 24
18

3 93

, 1. 92  24
18

39 3

)
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Description of Stabilizer to Non�trivialV ector Space
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Abstrac:t A ll stabilizers o f non�triv ial vector spaceVS is described as the subgroups ofP auli groupG 1 by the necessary

and sufficient condition that the subgroups o fPauli group becom e stabilizers, and the operator property of the generat ing ele�

m ents of stab ilizers is d iscussed.

Key wo rds: Pauli group; stab ilizer; generat ing elem ent
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