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交换环上一类代数的拟导子

李娜娜, 张荣娟

(中国矿业大学理学院, 江苏 徐州 221116)

� � 摘 � 要:设 R为任意含幺交换环, M n (R )为 R上所有矩阵组成的结合 R -代数。对于M n (R )上

线性变换 �, 若存在线性变换 ��使得对任意 x, y  M n (R )均有 �� xy = � x y + x� y , 则称 �为

M n (R )上的拟导子。本文定出了当 n ! 3时M n (R )上任一拟导子的具体形式,对导子的概念进行了

推广。
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引 言

Lege和 Luks在文献 [ 1 ]中首次引入了李代数上拟

导子的概念,设 L为李代数, 对于 �  H om (L, L ), 若存

在 �� H om (L, L )使得对任意的 x, y  L均有 ��( [ x,

y ] ) = [�(x ), y ] + [ x, �( y ) ], 则称 �为 L 上拟导子。

且 Lege和 Luks完全决定了域上由权空间张成的一类李

代数的所有拟导子。黄惠玲, 谭宜家等在文献 [ 2 ]中决

定了可换半环上上三角矩阵代数自同构的具体形式。

文献 [ 3- 7]中给出了可换环上一类代数的导子和若当

导子的具体形式。而李代数和结合代数之间密切关联,

故本文意欲把拟导子的概念移植到结合代数上, 定出 n

! 3时可换环 R上矩阵代数M n (R )的拟导子的具体形

式,从而把文献 [ 1 ]的部分结果由域推广到环上,对导子

的概念进行了推广。

定义 1 设 R为任意含幺交换环, � 为 R上代数。�

为 � 上线性映射,若存在线性映射 ��: � ∀ � 对任意的

a, b  � , 均有 ��( ab) = �( a) b + a�( b), 则称 �为 �

上的拟导子。

显然,若 �是 � 上的导子,则 �一定是 � 上的拟导

子,可见拟导子是导子概念的推广。但反过来,若 �是

� 上的拟导子,那么 �是 � 上的导子吗?

例 恒等变换。取 n ! 3, 定义映射如下: �:M n (R )

∀ M n (R ), X |∀X. 取 ��= 2�, 则由拟导子的概念易得 �

是一个拟导子,但它不是导子。

1 M n (R )的标准拟导子

首先介绍一下本文中将用到的一些记号。一般地,

设 R为任意含幺交换环,令 n ! 3, 我们分别用M n (R ),

On (R ), Dn (R )表示 R上所有 n # n矩阵,所有主对角线

全为 0的矩阵,所有对角矩阵组成的代数,对任意的 1 ∃

i, j ∃ n, E ij  M n (R )表示只有 ( i, j)分量是 1,其余分量

全为 0的 n 级方阵。对任意的 x  M n (R ), 可写

X = % 1∃ i, j∃ n
a ijE ij, 其中 aij  R。我们将M n (R )上所有

线性映射组成的集合记为 gl(M ), 所有拟导子组成的集

合记为 QDer(M ), 所有导子组成的集合记为 Der(M ),

所有内导子组成的集合记为 ad(M ), 于是由拟导子定义

得 g l(M )的子代数链: ad (M )  Der(M )  QDer(M )。

构造M n (R )的一些标准拟导子。

内导子:若 X  M
n
(R ), 那么映射 adX:M

n
(R ) ∀

M n (R ), Y |∀ [X, Y] = X Y- YX是M n (R )的一个导子,称

它为 X诱导的内导子。

诱导的拟导子:设 a  R, 定义可逆的线性映射  : R ∀

R, 称  对于诱导的拟导子是合适的,如果对任意的 1 ∃ i, j,

k ∃ n, ai i, aki, aik, akj  R满足:

( 1 )  ( ai i ) = aai i, i = 1, 2&n



( 2 )当 i ∋ j时,有

 ( aik akj ) =  ( aik ) akj + aik  (ak j ) - aaik akj

( 3)  ( aik aki ) =  ( aik )aki + aik (aki ) - aaik aki = 0

利用这样的  定义映射 !: M n (R ) ∀ M n (R ),

%
1∃ i, j∃ n

aijE ij |∀ %
1∃ i, j∃ n

 ( aij )E ij。

下面证明定义 1的映射 !为M n (R )上拟导子。

证明 任取 x = %
1∃ i, j∃ n

aijE ij  M n (R ), y = %
1∃ i, j∃ n

bi jE i j  

M n (R ), 其中 ai j, bij  R。显然对任意 r, s  R, 有 !( rs+

sy ) = r!( s) + s!(y )。由于 xy = %
1∃ i, j∃ n

%
n

k= 1

a ik bkjE ij , 且  对

于诱导的拟导子是合适的,取 !�= !+ �( a)其中 �( a)

为M n (R )上的纯量映射,由诱导的拟导子中的条件 ( 2 )

和条件 ( 3 )可得:

!�(xy ) = !( xy ) + axy =

%
1∃ i, j∃ n

%
n

k= 1

( ( aik bkj ) + aa ik bkj )E ij =

%
1∃ i= j∃ n

%
n

k= 1

aaik bkiE i i + %
1∃ i∋ j∃ n

%
n

k= 1

(  ( aik ) bk j +

aik ( bk j ) )E i j

另一方面,由诱导的拟导子中的条件 ( 3)易知:

!( x ) y + x!( y) =

%
1∃ i, j∃ n

%
n

k= 1

( ( aik ) bkj + aik ( bkj ) )E ij =

%
1∃ i= j∃ n

%
n

k= 1

aaik bkiE i i + %
1∃ i∋ j∃ n

%
n

k= 1

(  ( aik ) bk j +

aik ( bk j ) )E i j

因此 !�( xy ) = !(x ) y + x!(y )。所以 !是M n (R )上的一

个拟导子。

利用上面构造的这些标准拟导子,可以刻划M n (R )

的任意拟导子。

定理 1 设 R为任意含幺交换环,令 n ! 3, M
n
(R )

为 R上所有矩阵组成的代数。�为M n (R )上的线性变换,

则 �是M n (R ) 的拟导子,当且仅当 � = adD + !, D  

On (R ), 其中 adD与 !分别表示M n (R )上的内导子与诱

导的拟导子。

2 引理及定理的证明

引理 1 令M = RE = { rE | r  R }。若 �是M n (R )

的拟导子,则 �(M )  M。

证明 设 �是 M n (R ) 的拟导子, 对任意 A  

M n (R ), 由拟导子的定义可知:

��(A ) = ��(AE ) = �(A ) + A�(E )

��(A ) = ��(EA ) = �(E )A + �(A )

比较上面两式可得: A�(E ) = �(E )A。由 A的任意

性可知, �(E )  M, 从而 �(M )  M。

引理 2 若 �是M n (R )的拟导子,则存在 a  R, 使

得对任意 1 ∃ i, j ∃ n均有 ��(E i j ) = �(E ij ) + aE ij。

证明 对任意 1 ∃ i, j ∃ n,由于 E ( E ij = E ij, 可得

��(E ij ) = �(E )E ij + �(E ij )。由引理 1知 �(E )  RE。故

令 �(E ) = aE, a  R,于是 ��(E i j ) = �(E ) + aE ij。

定理 1的证明,设 �是M n (R )的任一拟导子。

第一步 存在 D  On (R ), 使得对任意 1 ∃ i ∃ n,

a  R, 有 (�- adD ) (E ii ) = aE ii。进而 �- adD把对角

矩阵变成对角矩阵。

对任意的 1 ∃ i ∃ n, 由等式 E ii = E i i可知 ��(E ii ) =

�(E ii )E i i + E i i�(E i i )。由引理 2知 ��(E i i ) = �(E i i ) +

aE i i。于是可得:

�(E ii ) + aE ii = �(E ii )E i i + E ii �(E i i ) ( 1)

设 �(E 11 ) = %
1∃ i, j∃ n

a
( 1)

ij E i j  M n (R ), 由 ( 1)式可得:

%
1∃ i, j∃ n

a
( 1)

ij E ij + aE 11 = %
1∃ i, j∃ n

a
( 1)

ij E i j
( E 11 +

E 11 ( %
1∃ i, j∃ n

a
( 1)

i j E ij

比较等式两端知 a 1
11 = a, 当 i∋ 1且 j ∋ 1时, a

( 1)

ij = 0。

故有 �(E 11 ) = aE11 + %
n

j = 2

(a
(1)

1j E 1j + a
(1)

j1 Ej1 )。若取 x1 =

%
n

j = 2

( a
( 1)

1j E 1j - a
( 1)

j1 E j1 )  On (R ), 则有 (�- adx1 ) (E 11 ) =

aE11, 记 �- adx1 = �1, 于是有 �1 (E 11 ) = aE 11。设

�1 (E 22 ) = %
1∃ i, j∃ n

a
( 2)

ij E ij同理由 ( 1)式可得:

%
1∃ i, j∃ n

a
( 2)

ij E ij + aE 22 = %
1∃ i, j∃ n

a
( 2)

ij E i j
( E 22 +

E 22 ( %
1∃ i, j∃ n

a
( 2)

i j E ij

比较等式两端可知 a
( 2)

22 = a, 当 i∋ 1且 j ∋ 1时, a
( 2)

ij =

0。将 �1 作用在等式 E 11E 22 + E 22E 11 = 0 上可知

E 11�1 (E 22 ) + �1 (E 22 )E 11 = 0, 进一步整理可知 a
( 2)

12 =

a
( 2)

21 = 0。令 x2 = %
n

j = 3

( a
( 2)

j2 E j2 - a
( 2)

2j E 2j ) 则有 (�1 -

adx2 ) (E 22 ) = aE 22, 我们记 �1 - adx2 = �2, 于是易知 �2

= �- adx1 - adx2分别将 E 11, E 22映射为 aE 11与 aE 22。设

�k- 1 = �- %
k- 1

i= 1

adx i将 E ii 映为 aE ii, 1 ∃ i ∃ k - 1。

�k- 1 (E kk ) = %
1∃ i, j ∃ n

a
( k)

ij E ij  M n (R )同理由 ( 1)式知 a
( k)

kk =

a, 当 i∋ k且 j ∋ k时 a
(k)

i j = 0, 由引理 2将 ��k- 1作用在

等式 E i i ( E kk + EkkE i i = 0上,其中 i = 1, 2, &, k - 1, 可

得:

%
1∃ i, j∃ n

a
( k)

ij E ij
( E ii + E i i ( %

1∃ i, j∃ n

a
( k)

i j E ij
= 0

由此可知 a
( k)

ik = a
( k)

k i = 0, i = 1, 2, &, k - 1, 选取 xk =

%
n

i= k+ 1

( a
( k)

ik E ik - a
( k)

k i E ki )  O n (R )。则 �k- 1 - adxk把 Ekk映
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成 aEkk, 同时把 E ii, i = 1, 2, &, k - 1映为 aE i i。由归纳

法, 可选取 x1, x2, &, xn- 1  On (R ), 使得 �- %
n- 1

i= 1

adx i把

Ekk, k = 1, 2, &, n- 1映为 aEkk。显然 �- %
n- 1

i= 1

adx i把 E nn

映为 aEnn。记 D = %
n- 1

i= 1

x i  On (R ), 则 (�- adxD ) (E kk ) =

aEkk, k = 1, 2, &, n。设 �- adxD = �1, 则 �1 (Ekk ) =

aE kk, k = 1, 2, &, n。进一步易知对任意 A  D n (R )均有

�1 (A ) = aA, 故而 �1把对角矩阵变成对角矩阵。

第二步 对任意的 k∋ l, �1 (RE kl )  RE kl + RE lk, 设

k∋ l, 令 bkl  R为 R中一个确定的元素,假设 �1 ( bklEkl )

= %
1∃ i, j ∃ n

aijE i j  M n (R ), 则由引理 2将 �1 作用在等式

Ekk ( bklE kl ) + ( bklE kl )Ekk = bklE kl上可得:

Ekk %
1∃ i, j ∃ n

aijE ij
+ %

1∃ i, j ∃ n

aijE ij
E kk = %

1∃ i, j∃ n

aijE ij

于是,当 i ∋ k且 j ∋ k时, akk = aij = 0。同理当 j ∋ l且

i∋ l时, all = aij = 0。所以 �1 ( bklEkl )  RE kl + RE lk。即

有: �1 (RE kl )  RE kl + RE lk。

第三步 存在诱导的拟导子 !使得 �1 = !。由第二

步可知,当 i ∋ j时, �1 ( ai jE i j )  RE i j + RE ji。由此当 i∋

j时, 定义 R 到 R 的映射 �满足条件 �1 ( ai jE i j ) =

�( aij )E ij + �- 1
( aij )E ji; 当 i = j时,定义 �为 R上的纯量

映射。对任意 i, j, k当 i ∋ j时,由引理 2将 �1作用在等

式 ( aikE ik ) (ak jE k j ) + (ak jE k j ) ( aikE ik ) = aik ak jE ij上可得

�( aik akj ) = �(a ik )ak j + aik�( ak j ) - aaik ak j。当 i = j ∋ k

时, 由引 理 2 将 �1 作 用在等式 ( aikE ik ) ( akiE ki ) +

( akiE ki ) ( aikE ik ) = aik aki (E i i + Ekk )上可得:  ( aik aki ) =

 ( aik ) aki + aik  ( aki ) - aaik aki = 0。当 i = j = k时,显然

该式成立。因此 �对于诱导的拟导子是合适的。利用 �

定义诱导的拟导子 !, 根据定义 1可得 �1 = !。因此 �=

adD + !, 其中 D  On (R )。
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Quasi�derivations of a A lgebra over Commutative R ing

LIN a�na, ZHANG Rong�juan
( College of Sciences, ChinaUniversity ofM ining& Techno logy, Xuzhou 221116, Ch ina)

Abstract: LetR be an arbitrary commutative ring w ith identity. Denote byM n (R ) the assoc iativeR �algebra overR cons is�
t ing of a ll n by n matrices. An invertib le linear transformation� onM

n
(R ) is called a quasi�derivat ion of it if there exists an

invertib le linear transform at ion��onM n (R ) such that��( xy ) = �(x ) y + x�( y ) for! x, y  M n (R ). The ami of th is paper

is to give an explicit description on the quasi�derivations ofM n (R ) when n ! 3. Generalizes the not ion of derivation to am ore

general case.

Key words: m atrices algebra; derivat ion; quas i�derivation; commutative ring
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