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基于跳扩散分数布朗运动的脆弱欧式期权定价

黄玲君, 周圣武, 陈春香

(中国矿业大学理学院, 江苏 徐州 221116)

� � 摘 � 要:文章研究基于分数布朗运动的脆弱欧式股票期权定价问题。在股票价格服从分数跳 -

扩散过程,公司价值服从分数布朗运动,公司负债为常数的条件下,应用风险中性定价原理,导出了脆

弱欧式股票期权的定价公式。
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� � 股票期权作为股票的一种衍生产品,其定价问题一

直是金融数学和金融工程学研究的核心问题之一。脆

弱期权是指在场外市场 ( OTC )上交易的含有信用风险

的期权。在以往的期权定价研究中,人们普遍假设资产

价格服从几何布朗运动,它是一个连续的随机过程。而

在金融市场上,一些新的重要信息的到达会刺激股票价

格发生不连续的跳跃。因此股票价格过程应包含连续

扩散过程和不连续的跳跃过程两个方面。在几何布朗

运动下,资产价格变化是相互独立的随机变量,资产收

益率服从正态分布。但是近年来大量的研究表明,资产

收益率的分布具有 �尖峰厚尾  的特征,股价变化也不是

随机游走,而是呈现不同程度的长期相关性。分数布朗

运动
[ 1]
恰好具有这些优点。因此用分数布朗运动来刻

画资产价格的变化,更符合市场的实际状况。自引入分

数布朗运动以来,国内外出现了大量的相关研究。 Nec�

ula
[ 2]
研究了分数布朗运动环境下的期权定价。 Rog�

ers
[ 3]
讨论了分数布朗运动条件下的套期保值,冯德育

[ 4]

给出了分数布朗运动条件下回望期权的定价公式,赵

巍
[ 5]
给出了股价受分数布朗运动驱动的混合期权定价

模型。

1 模型的建立

1�1 市场模型

假设公司资产的市场价值为 V t, 股票价格 S t, 在期

权有效期内,公司的负债为常数 D。设 B为公司在 t时刻

承诺到 T 支付给债权人的金额。在期权到期日 T, 若

VT !D, 则不发生违约,公司的债权人可以得到金额 B;

若 VT < D, 则发生违约,债权人得不到 B而只能得到它

的一个比例
( 1- �)VT

D
, 即清偿额为

B ( 1- �)VT
D

( 0 < �

< 1), 其中 �VT是破产成本。在到期日 T时刻,公司的

实际支付金额 B
*
在风险中性概率测度 Q下可表示为

B
*
= E

*
[B VT !D] +E

*
[
B(1- �)VT

D
VT < D ] ( 1)

其中, E
*
表示风险中性概率测度 Q下的数学期望。

1�2 基本假设

( 1 )假设在风险中性概率测度下, 股票价格 S t和公

司价值 V t分别服从分数跳 -扩散过程和分数布朗运动,

即 St和 Vt分别满足随机微分方程

dS t

S t
= ( r - �k) dt+  SdW

H

S ( t ) + Udqt ( 2)

dV t

V t
= rd t+  VdW

H

V ( t) ( 3)

其中,常数 r是无风险利率, �( �> 0)是跳跃强度,表示

在一年中股票价格的平均跳跃次数, qt是一个强度为 �

的标准 Po isson计数过程, U是描述跳跃幅度的独立同

分布的随机变量。k = E ( U ), dqt是描述 S t发生跳的点

过程。当股票价格发生跳时 dqt = 1, 否则 dqt = 0; 常数

 V,  S分别为 V t, S t的瞬时波动率, W
H

S t , W
H

V t 均为



具有参数 H 的分数布朗运动, 且 St与 Vt的相关系数为

!, W
H

S , W
H

V
为二维正态过程。

( 2 )在期权有效期内标的股票无红利支付。

( 3 )不存在交易费用。

( 4 )不存在无风险套利机会。

2 基于分数布朗运动的脆弱欧式股票期权定

价

� � 当 B = 1时,方程 ( 1)可被用来给一个零息票债券

进行定价。以下令 B = 1, 当信用风险存在时,脆弱欧式

股票看涨期权在 t时刻的价值 C
d

t 是 T时刻现金流条件

期望的贴现值,即

C
d

t = e
- r (T- t)

E
*
[ max(ST - K, 0) ( [ 1 VT ! D ] +

[
( 1 - �)VT

D
VT < D ] ) ] ( 4 )

其中, E
*
表示风险中性概率测度 Q下的数学期望, K是

标的股票的到期日的执行价格。

为计算方便,记 ∀T =
VT

D
。

定理 1 股票价格 S t满足方程 ( 2)、公司价值 Vt满

足方程 ( 3)、公司负债为常数 D, 执行价格为 K, ∀t =
V t

D

的脆弱欧式股票看涨期权,在到期日 T承诺支付的金额

为 C
d

T = max(ST - K, 0 ), 而出现违约或破产时的实际支

付金额为 C
d

T = ( 1 - �)∀Tm ax( ST - K, 0), 则该期权在 t

时刻的价值为

C
d

t = e
- r# ∀

#

n= 0

(�#)n e-�#

n!
[ St e

( r- �k) #
M (a1, a2, !) -

KM ( b1, b2, !) + S t ( 1 - �)∀t e
( 2r-�k) #+ ! S V(T

2H

- t
2H

)

M (c1, c2, - !) -K (1- �)∀t e
(r-�k) #

M (d1, d2, - !) ] ( 5)

其中, M 为二维正态累积分布函数, # = T - t。

a1 =

ln (
S t

K
) + ( r - �k )#+ 1

2
 2

S (T
2H
- t

2H
)

 S T
2H
- t

2H

a2 =-

ln(
Vt
D
) + (r - �k )#+ (! S V -

1

2
 2

V ) (T
2H
- t

2H
)

 V T
2H
- t

2H

b1 =

ln(
S t

K
) + ( r - �k) #-

1

2
 2

S (T
2H
- t

2H
)

 S T
2H
- t

2H

b2 =

ln(
V t
D
) + ( r - �k) #-

1

2
 2

V (T
2H
- t

2H
)

 V T
2H
- t

2H

c1 =

ln(
S t

K
) + ( r - �k )#+ (! S  V +

1

2
 2

S ) (T
2H
- t

2H
)

 S T
2H
- t

2H

c2 = -

ln(
V t
D
) + (r - �k)#+ (! S  V +

1

2
 2

V ) (T
2H
- t

2H
)

 V T
2H
- t

2H

d1 =

ln(
S t

K
) + ( r - �k )#+ (! S  V -

1

2
 2

S ) (T
2H
- t

2H
)

 S T
2H
- t

2H

d2 = -

ln(
V t

D
) + ( r - �k )#+ 1

2
 2

V (T
2H
- t

2H
)

 V T
2H
- t

2H

证明 脆弱欧式股票看涨期权的价格 C
d

t 由方程 ( 1)

给出,对其计算,则

Cdt = e
- r#E* (ST - K )

+
[1 VT !D ] + [

(1- �)VT
D

VT < D]
=

e-r#E* E* (ST -K )
+

[ 1 VT !D ] + [
(1- �)VT
D

VT < D]
q# =

e- r#∀
#

n= 0

(�#) n e-�#

n!
( E1 - E 2 + E 3 - E4 ) ( 6)

其中

E 1 = E
*
[ ST ST !K, VT ! D, q# = n]

E 2 = E
*
[K ST !K, VT ! D, q# = n]

E 3 = E
*
[ ST ( 1- �) ∀T ST !K, VT < D, q# = n ]

E 4 = E
*
[K ( 1- �) ∀T ST !K, VT < D, q# = n ]

定理 1即要证明方程 ( 5)与方程 ( 6 )等价。应用 Itô公

式
[ 6]
对方程 ( 2 )、方程 ( 3)分别求解,可得

ST = S t e
(r-�k)#-

1
2  

2

S (T
2H
- t

2H
) +  S T

2H
- t

2H
Z 1+∀

q
#

n = 0

ln( 1+Un )

VT = V t er
(T - t)-

1
2  

2
V (T

2H
- t

2H
) +  V T

2H
- t

2H
Z 2

其中

Z 1 =
W
H

S T - W
H

S t

T
2H
- t

2H
, Z 2 =

W
H

V T - W
H

V t

T
2H
- t

2H

Z 1 ~ N ( 0, 1 ), Z 2 ~ N ( 0, 1)

由假设可知 (Z 1, Z 2 ) ~ M ( 0, 0, 1, 1, !)。只计算第一个

数学期望 E 1,

E 1 = E
*
[ ST ST !K, VT ! D, q# = n] =

S t e
(r-�k) # ∃

#

- b1 ∃
#

- b 2

1

2∃ 1 - !2
e
-
z

2

1- 2!z1z2+z
2

2

2( 1-!2) +  S T
2H
- t

2H
z1-

1
2  

2

S (T
2H
- t

2H
)
dz1dz2

令 u = z1 -  S T
2H
- t

2H
, v = z2 - ! S T

2H
- t

2H
, 则

E 1 = S t e
( r-�k) # ∃

#

- a1 ∃
#

- a2

1

2∃ 1 - !2
e
-
u2- 2!uv+ v2

2( 1-!2) + r (T- t)
dudv

再令 x = - u, y = - v, 则

E 1 = S t e
( r-�k) # ∃

a1

- # ∃
a2

- #

1

2∃ 1 - !2
e
-
x2-2!xy+y 2

2( 1-!2)

dxdy =

S t e
(r-�k) #

M ( a1, a2, !)

用同样的方法,可以得到第二、三、四个数学期望分别为

E 2 = KM ( b1, b2, !)
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E 3 = S t ( 1- �) ∀t e
! S  V(T

2H

- t
2H

)+ ( 2r-�k) #
M ( c1, c2, - !)

E 4 = K ( 1 - �)∀t e
(r-�k) #

M ( d1, d 2, - !)

将 E 1, E 2, E 3, E 4代入方程 ( 6) ,即可得到方程 ( 5),则定

理 1得证。

应用定理 1和风险中性定价原理,以及关系式 C
d

T -

P
d

T = ST - K, 可以得到脆弱欧式股票看跌期权的定价公

式。

定理 2 股票价格 S t满足方程 ( 2)、公司价值 Vt满

足方程 ( 3)、公司负债为常数 D, 执行价格为 K, ∀t =
V t
D

的脆弱欧式股票看跌期权,若在到期日 T承诺支付的金

额为 P
d

T = max(K - ST , 0 ), 而出现违约或破产时的实际

支付金额为 P d
T
= ( 1- �)∀

T
m ax(K - S

T
, 0), 则该期权在

t时刻的价值为

P
d

t = e
- r# ∀

#

n= 0

(�#)n e-�#

n!
[KM ( - b1, b2, - !) -

S t e
(r-�k) #

M ( - a1, a2, - !) + K ( 1 - �)∀t e
( r-�k)#

M (- d1, d2, !) - S t ( 1- �)∀t e
( 2r- �k) #+! S V (T

2H

- t
2H

)

M (- c1, c2, !) ] ( 7 )

其中各参数与定理 1相同。

3 结 论

本文在标的股票价格服从分数跳 -扩散过程,公司

价值服从分数布朗运动,公司负债为常数的条件下,应

用风险中性定价原理研究了一类脆弱欧式股票期权的

定价问题,并给出了脆弱欧式股票看涨期权和看跌期权

的定价公式。容易看出当参数 H =
1

2
时,分数布朗运

动即为标准的几何布朗运动。因此分数布朗运动富含

了标准布朗运动的特征,并且应用更为广泛,则在这种

假设下,研究脆弱欧式期权的定价更有实际意义。
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Pricing ofV ulnerable European Options w ith Stock Price Follow ing

FractionalB rown ianMo tion and Jump D iffus ion Process

HUANG L ing �jun, ZHOU Sheng�wu, CHENG Chun�x iang
( College of Science, ChinaUnivers ity ofM in ing and T echnology, Xuzhou 221116, China)

Abstrac:t In this paper F ract ionalBrownianM ot ion m odel is em ployed to price theVulnerable European stock Options.

Under the hypothesis of stock price subm itted to Fractional Jum p D iffusion Process, corporat ion value subm itted to F ractional

BrownianM otion, and Corporat ion debt is a constant, by using the risk neutral valuation principle, the pricing formulae o f

Vulnerable European stock Options is obta ined.

Key words: Jump�Diffusion Process; VulnerableOptions; Fract iona lBrownianM otion; pricing
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