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� � 摘 � 要:利用 Pauli群的子群可成为非平凡向量空间的稳定子的充要条件,刻划了 Pauli群 G 1的

子群能成为非平凡向量空间 VS稳定子的所有稳定子,并由此得到对于 Pau li群 Gn而言,构成非平凡向

量空间 VS稳定子的生成元中算子的性质。
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� � 量子计算技术的计算能力强大,但在实际构建量子

计算机或者量子通信设备的过程中,不可避免的就会遇

到差错问题。存储在设备中或在信道中传输的量子比

特会因为噪声或环境的作用而发生差错,严重时就会导

致计算和通信的失败。近年来发展起来的量子纠错编

码技术能够比较有效地解决这一难题
[ 1�7]
。它的基本思

想是将 k位量子比特嵌入到 n( n> k)位量子比特中,以

达到对量子信息的保护。迄今为止,多种量子纠错码以

及相关理论已经被发现和提出, 其中以 CSS码
[ 2�3]
和稳

定子码
[ 4]
最为重要和成熟,不少学者利用量子稳定子码

构造了一系列量子码
[ 5�6]

,可见稳定子体系极其适合描

述量子码。稳定子体系的中心思路可通过一个例子容

易地来说明。考虑双量子比特的

��=
00�+ 11�

2

容易验证, 这个状态满足恒等式 X 1X 2 ��= ��和

Z 1Z 2 ��= ��, 于是称这个状态被算子 X 1X 2 和 Z 1Z 2

稳定。有点不太显然的是, 状态 ��是用这些算子

X 1X 2和 Z 1Z2 稳定的唯一量子状态 (除了一个全局相

位 )。稳定子体系的基本思想是,比之用显式的研究状

态自身,许多量子状态可通过它们的算子更容易描述,

这就导出,比之用状态向量描述, 许多量子码 (包括 CSS

码和 Shor码 )可用稳定子得到更为简洁的描述, 更为重

要的是,量子比特上的差错,各种运算如 H adamard门、

相位门和受控非门,以及计算机中的测量, 所有这一切

都可以用稳定子形式来容易地描述。使稳定子体系强

有力的关键在于群论的灵活运用,最主要的群是 n个量

子比特上的 Pauli群 G n。对于单量子比特, Pauli群定义

为由所有 Pau li矩阵与  1,  i相乘组成: G1 ! {  I,  

iI,  X,  iX,  Y,  iY,  Z,  iZ }, 这个矩阵集合构

成矩阵乘法运算下的一个群。Pauli群 G n定义为由 Pauli

矩阵的所有 n重张量积所组成,且允许有乘子  1,  i。

稳定子定义为:设 S为 G n的一个子群, VS 为由 S的每个

元所固定的 n量子比特状态的集合, VS为由 S所稳定的

向量空间, S被称为空间 VS 的稳定子。本文讨论对于

Pauli群 G 1的子群能成为非平凡向量空间 VS的稳定子的

所有稳定子。

1 稳定子的生成元

设 S为 G n的一个子群, VS为由 S所稳定的向量空

间, S是空间 VS 的稳定子。在检验 VS 由 S稳定时,只需

检验 VS 可由 S的生成元稳定, 事实上,设 S的生成元是

g 1, g 2∀g l, 即 S = #g1, g 2∀g l�, 所以任意 S中的元 g都

可被写为序列 g 1, g2 ∀gl 的乘积; 若任意 VS 中的元

��能由 g 1, g 2, ∀, g l稳定,即 g i �� = ��, i = 1, 2,

∀, l, 当然 g可稳定 ��。因而可通过生成元来描述群



S, 这样为描述群 S提供了一个简洁的手段。

文献 [ 1 ]关于稳定子生成元的几个重要命题。

定理 1 令 S = #g1, g2 ∀gl�, 则当且仅当对所有 j

有 g
2

j = I和对所有 j有 gj ∃ - I, - I不是 S的一个元。

并非 Pauli群的任一子群 S都可被用作非平凡向量

空间的稳定子,文献 [ 1 ]给出:

定理 2 S稳定一个非平凡向量空间 VS的充分必要

条件是 S由独立的可对易生成元生成且 - I S。

2 能稳定非平凡向量空间 VS的 Pauli群 G 1的

子群

� � 对于 Pauli群 G1 ! {  I,  iI,  X,  iX,  y,  iY,

 Z,  iZ }, 为考察稳定非平凡向量空间 VS 的 G 1的子

群,给出 G 1的乘法表 (表 1)。

表 1 Pauli群 G 1的乘法运算表

I - I iI - iI X - X iX - iX Y - Y iY - iY Z - Z iZ - iZ

I I - I iI - iI X - X iX - iX Y - Y iY - iY Z - Z iZ - iZ

- I - I I - iI iI - X X - iX iX - Y Y - iY iY - Z Z - iZ iZ

iI iI - iI - I I iX - iX - X X iY - iY - Y Y iZ - iZ - Z Z

- iI - iI iI I - I - iX iX X - X - iY iY Y - Y - iZ iZ Z - Z

X X - X iX - iX I - I iI - iI iZ - iZ - Z Z - iY iY Y - Y

- X - X X - iX iX - I I - iI iI - iZ iZ Z - Z iY - iY - Y Y

iX iX - iX - X X iI - iI - I I - Z Z - iZ iZ Y - Y iY - iY

- iX - iX iX X - X - iI Ii I - I Z - Z iZ - iZ - Y Y - iY iY

Y Y - Y iY - iY - iZ iZ Z - Z I - I iI - iI iX - iX - X X

- Y - Y Y - iY iY iZ - iZ - Z Z - I I - iI iI - iX iX X - X

iY iY - iY - Y Y Z - Z iZ - iZ iI - iI - I I - X X - iX iX

- iY - iY iY Y - Y - Z Z - iZ iZ - iI iI I - I X - X iX - iX

Z Z - Z iZ - iZ iY - iY - Y Y - iX iX X - X I - I - iI iI

- Z - Z Z - iZ iZ - iY iY Y - Y iX - iX - X X - I I iI - iI

iZ iZ - iZ - Z Z - Y Y - iY iY X - X iX - iX iI - iI - I I

- iZ - iZ iZ Z - Z Y - Y iY - iY - X X - iX iX - iI iI I - I

� � 定理 3 Pauli群 G 1的子群能成为非平凡向量空间

VS的稳定子的所有稳定子为 S 1 = #X�, S 2 = #- X�, S 3

= #Y�, S 4 = #- Y�, S5 = #Z�, S6 = #- Z�。

证明 首先考虑 G 1的子群,由 Lagrange定理
[ 1]

(如

果 S是有限群 G 的子群, 则 S 的阶 S 整除 G的阶

G )知,因为 G = 16,所以 S 只可能等于 1, 2, 4,

8, 16,分以下五种情形讨论:

( 1)若 S = 1,且 S要成为 G 1的子群, 则 S = {I }

即 S = #I�, 但此时生成元 I不独立,这与定理 2中要求

生成元独立不符合,因此 S ∃ { I }。

( 2 )若 S = 16,则 S = G 1, 当然 - I % S, 这与定

理 2中 - I S相矛盾,因此 S ∃ G 1。

( 3 )若 S = 2,且 S要成为 G 1的子群,则单位元 I

必属于 S; 又因为定理 2中 - I S和子群中的元对乘法

有封闭性, S中的另一个元一定不是  iW, W = I, X, Y,

Z。再由表 1知, S = { I, X }, { I, - X }, { I, Y }, { I, - Y },

{ I, Z }, { I, - Z }, 或 S = #X �, #- X�, #Y�, #- Y�,

#Z�, #- Z�。

( 4 )若 S = 4, 同情形 ( 3 )讨论一样, S 要成为 G 1

的子群,且满足 - I S, 则 S中除元 I外,其它三个元只

能在元  X,  Y,  Z中选取,如此一来,由表 1中的运

算知 S的元又不满足封闭性,因而满足定理 2的稳定非

平凡向量空间 VS 的稳定子不存在。

� � ( 5 )若 S = 8,同情形 ( 4 ),此时满足定理 2的稳定

非平凡向量空间 VS 的稳定子不存在。

综上所述, Pauli群 G 1 的子群稳定非平凡向量空间

VS的稳定子为 S 1 = #X�, S 2 = #- X�, S3 = #Y�, S 4 =

#- Y�, S5 = #Z�, S 6 = #- Z�。
对于 Pauli群 Gn, n& 2, 因为其中的元是 G 1中元的

n重张量积组成,又结合定理 1所以有:

推论 1 对于 Pauli群 G n的子群稳定非平凡向量空

间 VS 的稳定子的每一生成元只能是算子 I和 W 的张量

积, W = X, - X, Y, - Y, Z, - Z。
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Abstrac:t ByBaker∋ sm ethod, th is paper solutes the upper bound for the pos itive integer so lution o f the system ofD io�

phantine equations
13x

2
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2
= 2

48y
2
- 13z

2
= 35

, was soluted and letS = { (x, y, z) | x, y, z % Z, and, 13x
2
- 11y

2
= 2, 48x

2
-

13z
2
= 35}, T = {y | (x, y, z) % S }, Ifwe can get the upper bounds ofT and as long asw e let y of solut ion put the system

ofD iophantine equat ions, w emay get all in teger solut ions of the system o fD iophant ine equat ions and we can get the upper

bounds are ( x, y, z ) = ( 0. 92 ( 24
18

39 3

, 24
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Abstrac:t A ll stabilizers o f non�triv ial vector spaceVS is described as the subgroups ofP auli groupG 1 by the necessary

and sufficient condition that the subgroups o fPauli group becom e stabilizers, and the operator property of the generat ing ele�

m ents of stab ilizers is d iscussed.
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