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几类 �( G) � n- 4的图的可靠性研究

卫 良

(青海师范大学数学与信息科学系, 西宁 810008)

� � 摘 � 要:要找出拓扑结构稍复杂的图类中的一致最优图是非常困难的,因此,更多的研究人员开

始研究图的局部最优性问题。文章通过研究网络可靠性设计中边不可靠点可靠情况下网络的局部最

优性问题,给出了一个边分割集的组合计数公式,同时给出了几类 �(G ) � n - 4的图类的局部最优性

结果。
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引 言

对于给定的具有 n个点, e条边的图 G, 在顶点能正常工

作,边以相互独立且具有相同概率 q(0 < q < 1)失效,因此,

由边失效导致某两点不能正常通信的概率为 P e (G, q), 即

P e (G, q ) =  
e

i= 1

M i (G ) q
i
( 1- q )

e- i
( 1 )

其中, M i 表示 G 中含有 i条边的分割集的个数, 称

P e (G, q )为网络 G的边失效不可靠多项式。显然,网络

G的任意两个点能正常通信的概率为

Re (G, q) = 1- P e (G, q) = 1-  
e

i= 1

M i (G) q
i
(1- q)

e- i
( 2)

称 R e (G, q)为网络 G的边失效可靠多项式。

组合计数方法目前在图论相关问题研究中起着非

常重要的作用,特别是在网络可靠性方面的作用日益显

现,文献 [ 1]中较早的就提出了组合计数模型在网络可

靠性模型研究中的应用,多个重要定理的证明中都用到

了组合计数的概念。另外,在文献 [ 2- 5]中, 解决相关

计数问题时都用到了组合计数的方法, 在图论研究的很

多问题中,组合计数方法也是非常重要的
[ 6]
。

文献 [ 7]中给出了限定条件下边分割集的一种组合

计数公式,并给出了几类 �(G ) � n - 3的图类的局部最

优性结果, 本文在该方法基础上, 进一步得到了几类

�(G ) � n - 4的图类的局部最优性结果。

1 主要结果

定理 1 设 n � 11, G ! � ( n, e), 令 n - 1, n - 2,

n - 3, n - 4度点的个数分别为 t1, t2, t3, t4则:

( 1 )  (G ) = n - 4;

( 2 )当 n - 4 ∀ i ∀ 2n - 11时

M i = t1
e - n + 1

i - n + 1
+ t2

e- n + 2

i - n + 2
+

t3
e - n + 3

i - n + 3
+ t4

e- n + 4

i - n + 4
( 3)

M 2n- 10 = N 3#3 (G ) + t1
e - n + 1

n - 9
+ t2

e - n + 2

n - 8
+

t3
e- n + 3

n - 7
+ t4

e - n + 4

n - 6

其中, N 3#3 (G )表示 G中不相邻的 3度点的点对个数。

证明 G的任意边分割集将 V (G )至少分成不连通

的两部分。设 S ∃ S
_

且 | S | ∀ | S
-

|, 用 f (S ) 表示将

V(G )分成不连通的两部分 S ∃ S
_

且边数最少的边分割

集的元素个数 (即边数 ) ,则 f (S ) � | [ S, S
-

] | , 其中 [ S,

S
-

] 表示一个端点在 S中,另一个端点在 S
-

中的所有边组

成的集合。设 | S | = k, 则有

| [ S, S
-

] |� k (�(G ) - k + 1)

等号成立当且仅当导出子图 G [ S] 为完全子图且 S中的

每个点的度数都等于 �(G ), 由于 �(G ) � n - 4且

| [ S, S
-

] | � k (�(G ) - k + 1), 得

f (S ) = k( n - 3 - k) ( 4)

此时边分割集不包含导出子图 G [S ] 中的边, G [S ] 是



完全图且 S中每个点的度数都等于 n - 4, 对 ( 4)式中的

k分 3种情况讨论:

情况 1:当 | S | = k = 1时, f (S ) = n - 4。

情况 2:当 | S | = k = 2时, f (S ) = 2n - 10。

情况 3:当 | S | = k � 3时, f ( k) = - k
2
+ (n - 3)k。

由情况 3可以看出:当 k =
n - 3

2
时, f ( k )达到最大

值;而当 k =
n

2
时, f (

n

2
) =

n
2
- 6n

4
。

易证:当 n � 11时,
n
2
- 6n

4
� 2n- 10。由此可得当

| S |� 2, f (S ) � 2n- 10等式成立当且仅当 | S | = 2且

G [S ] 为一条边。

由上面的讨论可得:  (G ) = n - 4, 因而 ( 1 )式成

立。且对于 n - 4 ∀ i ∀ 2n - 11, 每一个 i条边的分割集

只能将 G分成一个独立点和一个连通子图,因而 ( 2 )式
成立。每一个 2n - 10条边的分割集只能将 G分成一个

独立点和一个连通子图或是一个 K 2和一个连通子图,因

而 ( 3 )式成立,定理 1得证。

定理 2 设 G i ( 1 ∀ i ∀ 8)的补图,如图 1所示,设H

为一个简单图且 !(H ) ∀ 3, 不妨设H = mK 4 ∃ hK 3, (m

� 0, h � 0 ), 则当 q % 0时, R
e
(G

2i- 1
, q ) < R

e
(G

2i
, q ),

其中 i = 1, 2, 3, 4。

图 1 几类 � (G
-

)� n- 4图

证明 只需证 P e (G 2i- 1, q) > P e (G 2i, q), 从图 1可以

看出 G 2i和 G2i- 1中的 n - 1度点数, n - 2度点数, n - 3

度点数和 n - 4度点数分别相等,由定理 1可得:

� � 当 j ∀ 2n - 11,M j (G 2i- 1 ) = M j (G 2i ), 其中 i = 1, 2,

3, 4。

当 j = 2n - 10时,

M 2n- 10 (G 2i- 1 ) - M 2n- 10 (G 2i ) = N 3#3 (G 2i- 1 ) - N 3#3 (G 2i )

其中, i = 1, 2, 3, 4。

从图 1可以看出,对每一个 i均有
N 3# 3 (G 2i- 1 ) - N 3#3 (G 2i ) > 0

因而得到

M 2n- 10 (G 2i- 1 ) - M 2n- 10 (G 2i ) > 0

故 当 q % 0 时, P e (G 2i- 1, q ) > P e (G 2i, q), 即

R e (G 2i- 1, q ) < R e (G 2i, q ), 其中 i = 1, 2, 3, 4。

定理 2证。

2 结束语

本文通过边分割集的一个组合计数公式,给出了几

类 �(G ) � n - 4的图类当 q % 0时的局部最优性结果,

文献 [ 5 ]中只给出了 �(G ) � n- 3的图类的局部最优性
结果,本文对其结果做了进一步的拓展和延伸。
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S tudy on N etwork R eliab ility of Som e G raphs w ith �( G) � n- 4

WE I L iang

(M athem atics and Inform ation Sc ience, Q ingha iNorm alUn ivers ity, X ining 810008, China)

Abstrac:t It�s d ifficult to find the uniform ly optmi ally reliable graph w ith com plex topolog ical structure, and m ore

researchers� in terests turn to local optmi a lity problem. The local optmi ality of network, which nodes perfectly reliable and edges

fail independent ly, w as discussed. U s ing a com bination enum erat ion formula of edge cutsets, we gave some results of local op�

tmi ality network w ith �( G ) � n- 4.
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