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M -矩阵的 Hadam ard积的最小特征值下界估计
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� � 摘 � 要:文章给出了非奇异M -矩阵 A与非奇异M -矩阵 B的逆矩阵的 H adam ard积的最小特

征值下界的估计式。示例表明,文中所得估计式在某些情况下可得到比现有估计式更为精确的结果。
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1 预备知识

记 N 表示正整数集合, C
n �n

( R
n �n

)表示 n � n复

(实 )矩阵集合。

定义 1
[ 1]
设 Z

n �n
= {A = ( ai j )  R

n� n
: aij ! 0, i∀

j}, 则称 Z
n�n
的矩阵 A为 Z矩阵 (简记为 A  Z

n �n
)。

定义 2
[ 1]
若 A = ( aij )  Z

n�n
, 则 A可表示为 A =

�I - P, 其中 P # 0, 当 �# �(P )时,称 A为M -矩阵。

特别的,当 �> �(P )时,称 A为非奇异M -矩阵;当 �

= �(P )时,称 A为奇异M -矩阵。我们用M n表示非奇

异M -矩阵的集合。

定义 3
[ 1]
设 A = (aij )  Z

n�n
, 记  (A ) = m in{Re(!): !

 ∀ (A ) } ( ∀ (A )表示 A的谱 ),  (A )称为 A的最小特

征值。

引理 1
[ 1]
设 A  M n, 则 �(A

- 1
)是非负矩阵 A

- 1
的

Perron特征值,则  (A ) =
1

�(A
- 1

)
> 0。

引理 2[ 1] 设 A = ( a
ij
)  M

n
, 则存在正向量 u和 v

使得 A u =  (A )u, v
T
A =  (A ) v

T
, u和 v分别称为 A的右

perron向量和左 perron向量。

定义 4
[ 1]
设 A = ( aij )  C

m �n
, B = ( bij )  C

m � n
。

用 A �B表示 A和 B的对应元素相乘而成的m � n矩阵

A � B =

a11b11 ∃ a1n b1n

# #

am 1bm 1 ∃ amn bmn

A � B称为 A和 B的 H adamard积。

引理 3
[ 1]
若 A, B  M n, 则 A � B- 1

仍为M -矩阵。

引理 4
[ 2]
设 P  M n且不可约,对于非负非零向量

z, 若 p z # kz, 则  (p ) # k。

引理 5
[3]
设 n阶矩阵 A # 0。则下列结论之一成

立,

( 1 ) A不可约。

( 2 )存在置换矩阵 P使得

P
T
AP =

A1 A 12 ∃ A 1k

A 2 ∃ A 2k

 #

A k

( 1)

其中 A i不可约, i = 1, ∃, k。

引理 6
[ 3]
设 A  R

n� n
, 如果 A有形如 ( 1)式的不可

约标准形,则 ∀ (A ) = % k
i= 1∀ (A i ) (A ) = m in{ (A i ): i =

1, ∃, k }。

引理 7
[4]
设 A  M n, 若 A k  M k且是 A的主子矩

阵,则  (Ak ) #  (A )。

2 主要结果

定理 1 设 A = ( ai j ), B = ( bij )  M n, B
- 1

= (∃ij )。

则

 (A �B- 1
) # m in

1! i! n
{aii∃i i - (�(B

- 1
) - ∃ii ) (aii -  (A ) ) } ( 2)

证明 当 n = 1时, ( 2 )式成立。假设 n # 2, 分两种

情况:

( 1 )若 A, B不可约, 因为 A, B  M
n
, 则 B - 1 > 0且



A � B
- 1
不可约。

设 u = ( ui ) > 0, v = ( vi ) > 0分别是 A和 (B
- 1

)
T

的右 perron向量,则 A u =  (A ) u, (B
- 1

)
T
v = �(B

- 1
) v。

即 ai iui + &
j ∀ i

a ijuj =  (A )u i, 则 ai iu i - &
j∀ i

ai j
uj =

 (A ) ui, i  N。vj∃jj + &
i∀ j

vi∃ij = �(B
- 1

)vj, 则 &
i∀ j

vi∃ij =

�(B
- 1

)vj - vj∃jj, j  N。所以 ∃ij !
�(B

- 1
) vj - vj∃jj

vi

。令 z i =

ui

[ �(B
- 1

) - ∃ii ] vi

, C = A � B- 1
= ( ci j )  M n。

(Cz) i = aii ∃i iz i - &
j∀ i

aij
∃ij zj #

aii∃ii zi - &
j∀ i

ai j

(�(B
- 1

) - ∃jj )vj

vi

u

(�(B
- 1

) - ∃jj vj )
=

aii ∃i iz i -
1

vi
&
j∀ i

a ij
uj =

aii ∃i iz i -
[ �(B

- 1
) - ∃ii ] zi

ui

( ai i -  (A ) ) ui =

aii ∃i iz i - (�(B
- 1

) - ∃ii ) (a ii -  (A ) )z i =

[ aii ∃i i - (�(B
- 1

) - ∃i i ) (a ii -  (A ) ) ] z i

由引理 4知

 (A � B - 1
) # m in

1! i! n
{a ii∃i i - ( �(B

- 1
) - ∃ii ) ( aii -

 (A ) ) }

( 2 )若 A �B- 1
可约,令 D = A �B - 1

, 由引理 5知存在

置换矩阵 P使

P
T
DP =

D1 D 12 ∃ D 1k

D 2 ∃ D 2k

 #

D k

D i = A i � B
- 1

i 不可约, i = 1, 2, ∃, k,  (A � B - 1
) =

m in { (D i ) =  (A i �B
- 1

i ): i = 1, ∃, k}所以定理 1成立。

在定理 1中当 A = B时,下面推论成立。

推论 1 设 A = ( ai j )  M n, A
- 1

= (�ij )  R
n �n

,则

 (A �A- 1
) # m in

1! i! n

aii �ii - ( �(A
- 1

) - �i i )

( aii -  (A ) )
。

注 若

aii ∃i i - (�(B
- 1

) - ∃i i ) (a ii -  (A ) ) -  (A ) ∃i i =

2aii∃i i - 2∃ii (A ) - �(B
- 1

) ( aii -  (A ) ) =

( aii -  (A ) ) ( 2∃i i - �(B
- 1

) ) # 0

所以,当 ∃i i #
�(B

- 1
)

2
时,本文的结果提高了文献 [ 3 ]中

的界  (A )∃ii。

引理 8
[ 1]
设对角矩阵 A, B, C, D  C

n� n
, 则

D (A �B )E = (DAE ) �B = (DA ) � (BE ) =

(AE ) � (DB ) = A � (DBE )

引理 9
[ 5]
设 A = ( aij )  C

n�n
, 则 A的特征值位于

区域:

%
n

i= 1
{ z  C: z - aii z - ajj

! [ &
k∀ i

aik
] [ &

k∀ j
ajk

] }

定理 2 设

A = ( ai j ), B = ( b ij )  M n, B
- 1

= (∃ij )  R
n �n

则

 (A �B- 1
) # m in

i∀ j

1

2

ai i∃ii + ajj∃jj - [ (aii ∃ii - ajj∃jj )
2

+ 4(ai i -  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃ii ) (ajj

-  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃jj ) ]

证明 分两种情况证明。

( 1 )若 A, B不可约,则 B
- 1

> 0, 所以 A �B- 1
也不可

约。

因为 �(B
- 1

) - ∃ii > 0, i  N, a ii -  (A ) > 0, i  

N。又因为 A = ( aij )  M n且不可约, B
- 1

= (∃ij ) > 0。

则存在正向量 u, v使 A u =  (A ) u, B
- 1

v = �(B
- 1

) v。

即

aii - &
j ∀ i

aij
uj

ui

=  (A )

∃ii + &
j ∀ i

∃ij vj

vi

= �(B
- 1

)

定义 !U = d iag( U1, ∃, Un ), ∀V = diag ( V1, ∃, Vn ), 则 !U,

∀V是非奇异对角矩阵。

∀A = ( ∀ai j ) = !U- 1
A!U =

a11

a11u2

u1

∃
a1n un

u1

a21u1

u2

a22 ∃
a2n un

u2

# # # #

an1u 1

un

an2u2

un

∃ ann

∀B = (∀∃ij ) = ∀V- 1
B

- 1 ∀V =

∃11

∃12 v2
v1

∃
∃1n vn

v1

∃21 v1
v2

∃22 ∃
∃2n vn

v2

# # # #

∃n1 v1

vn

∃n2 v2

vn

∃ ∃nn

则 ∀A是非奇异M 矩阵, ∀B是正矩阵。令 !W = ∀V!U, 则 !W

非奇异,则由引理 8知,

(∀V!U)
- 1

(A �B - 1
) ( ∀V!U ) =

(!U- 1
A!U ) � (∀V- 1

B
- 1∀V ) = ( ∀A � ∀B )

则  ( ∀A � ∀B ) =  (A � B - 1
)。令  (∀A � ∀B ) = !, 且 !  

∀ ( ∀A � ∀B )。由引理 9知
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!- a ii∃ii !- aj j∃jj
! &

k∀ i

∀aik∀∃ik &
k∀ j

∀ajk∀∃jk

则

(!- ai i∃ii ) (!- ajj∃jj ) !

&
k∀ i

a ik
uk

ui
&
k∀ i

∃ik vk

vi
&
k∀ j

ajk
uk

uj
&
k∀ j

∃jk vk

vj

=

(aii -  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃ii ) (ajj -  (A ) ) (�(B - 1
) - ∃jj )

因为 0 < !< ai i∃i i, 则

(!- ai i∃ii ) (!- ajj∃jj ) !

(aii -  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃ii ) (ajj -  (A ) ) (�(B - 1
) - ∃jj )

即

!# 1

2

a ii∃ii + ajj ∃jj - [ ( ai i∃i i - ajj∃jj )
2

+ 4( ai i -  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃ii )

( ajj -  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃jj ) ]

 (A �B- 1
) # m in

i∀ j

1

2

ai i∃ii + ajj∃jj - [ (aii ∃ii - ajj∃jj )
2

+ 4(ai i -  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃ii )

(ajj -  (A ) ) (�(B
- 1

) - ∃jj ) ]

( 2 )类似于定理 1情况 ( 2)的证明, 当 A �B - 1
可约

时,定理 2仍然成立。

3 数值算例

例 1 令 A =
3 - 1

0 2
, B =

4 0

0 3
。

应用文献 [ 1]中的结果,则  (A �B- 1
) #  (A ) m in

1! i! n
∃ii

=
1

2
。应用本文的定理 1,  (A �B - 1

) #
2

3
。事实上,

 (A �B - 1
) =

2

3
。A =

10 - 9

- 1 10
,

B =
16 - 2

- 2 16
。

应用文献 [ 1 ]中的结果得  (A �B - 1
) # 0�4445。

应用文献 [ 6 ]中的结果

 (A �B - 1
) #

1- �(JA )�(JB )

1 + �2 ( JB )
m in
1! i! n

ai i

bi i

= 0�5923

应用本文的定理 1,得  (A �B - 1
) # 0�6113。

事实上,  (A � B- 1
) = 0�6275。

例 2 令 B =
3 - 2

- 2 3
, B =

3 - 2

- 2 3
, 则 B

- 1

=
0�6 0�4

0�4 0�6
。

应用文献 [ 1 ]中的结果得,  (A �B 1
) # 0�6。

应用文献 [ 6 ]中的结果得,  (A �B - 1
) # 0�1369。

应用本文的定理 1,定理 2分别得,  (A � B- 1
) #

0�8,  (A �B - 1
) # 0�88335。

事实上,  (A � B - 1
) = 0�8835。
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Som e Lower Bounds forM in imum E igenvalue ofH adamard Product o f

M�m atrix and Inverse o fM�matrix

J IANG J ian�x ing, LI Yan�yan

( School ofM athem atics and Phys ics, W enshan University, W enshan 663000, Ch ina)

Abstrac:t Som e new lower bounds of them in mi um eigenvalue ofH adam ard productA � B- 1
forM �m atrix A and the in�

verse ofM�m atrix B are g iven. The given num erical examples show that estmi ating formules of the bounds are better than sev�

ers l known estmi ating formulas.

Key words: M�matrix; H adam ard product; Perron vector; m inmi um e igenvalue
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