
第 24卷第 1期

2011年 2月

四川理工学院学报 (自然科学版 )

Journal o f S ichuan Un iversity o f Sc ience& Eng inee ring( Na tural Science Ed ition)

Vo l�24� No�1
Feb�2011

收稿日期: 2010�11�06

基金项目:贵州省科学技术基金项目 (黔科合 J字 LKS[ 2010 ] 04) ;贵阳医学院青年基金 ( K2009�10)

作者简介:赵 平 ( 1973�) ,男,贵州遵义人,副教授,硕士,主要从事信息及编码理论方面的研究。

文章编号: 1673�1549( 2011) 01�0027�02

极大前缀码的一个性质

赵 平
1
, 陈云坤

2
, 胡华碧

1
, 郭 凯

1

( 1.贵阳医学院基础医学院, 贵阳 550004; 2. 贵州师范大学数学与计算机科学学院, 贵阳 550001)

� � 摘 � 要:设 X
*
是字母表 X的自由幺半群,以 X

*
为顶点集构造一个语言图 � (X

*
), 引入语言图

� (X
*
)的模截集的概念。利用语言图 � (X

*
)的模截集与极大前缀码的关系,即前缀码 A是极大前

缀码的充要条件是 A是语言图 � (X
*
)的模截集,给出了极大前缀码的一个性质。
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1 基本概念

极大前缀码是一类特殊的前缀码, 在实践和理论

特别是理论计算机科学中有着重要的应用。因此研究

极大前缀码的结构和性质具有重要意义。关于极大前

缀码的结构和性质 ,已取得不少重要的结果
[ 1�8]
。文献

[ 1 ]中 Berste l J等系统地归纳了人们对极大前缀码的

研究工作。文献 [ 7 ]中,以 X
*
为顶点集构造一个语言

图 � (X
*
), 首次引入语言图 � (X

*
)的横截集的概念,

给出了极大前缀码的一个刻划。本文将在文献 [ 7 ]工

作的基础上 ,利用文献 [ 7 ]的结果, 给出极大前缀码的

一个性质。

设 X是一个字母表, X
+

( X
*

)是由 X生成的自由

(幺 )半群, X
*
的元素称为 X上的字,空字是 X

*
的单位

元,记为 1。如果 A  X
*
非空,则称 A是 X

*
的一个语

言。如果 A � AX
+
= � , 则称 A是前缀码。如果前缀码

A满足:对任意   X
+

\A, 有 A ! {  }不是前缀码,则

称 A是极大前缀码。

文献 [ 7]中,以X
*
为顶点集构造一个语言图 � (X*

) :

设字  1,  2  X
*
, 如果存在字母 x  X, 使  2 =  1x, 则称

字母 x是一条以字  1为起点,以  2为终点的有向边;如果

存在 x  X
+
, 使  2 =  1x, 则称 x是一条由字  1通向字  2

的路径。这样,语言图 � (X*
)是一棵以空字 1为根, X中

的字母为有向边, X
*
中的字为结点的有向树。

定义 1 设 A  X
+
非空,令 TA = !   AW  , W  为语

言图 � (X
*
)中从根 1到结点  的路径上所有结点 (含

 , 1 )的集合。以 TA为结点, 空字 1为根构造一棵有向

树,称此有向树为语言图 TA。

定义 2 设 A  X
+
非空,若 A满足:对任意 u  T

C

A ,

有 Wu � A ∀ � , 其中 T
C

A = X
*

\TA, 则称 A是语言图

� (X
*
)的横截集。

约定:对任意 x  X
*
, lg(x )表示 x所含 X中字母的

个数,称为 x的长度。对任意 A  X
+
非空, A中字的个

数记为 A 。令 lg(A ) = m ax{ lg(x ): x  A }, 称为 A的

长度。对任意 A, B  X
*
, 若 A � B = � , 我们用 A + B

表示 A ! B, 称为 A与 B之和。

本文未定义的术语及记法参见文献 [ 1 ]。

2 主要结果及证明

引理 1 设 A是前缀码, 则 A是极大前缀码的充要

条件是 A是语言图 � (X
*
)的横截集。

证明 见文献 [ 7]定理 4、5。

引理 2 设 A, B是前缀码,则 AB是前缀码。

证明 见文献 [ 1]第三章命题 2�2。
定理 1 设 A, B  X

+
非空。令M = A 0 ! A1B, 其

中 A = A 0 + A 1, 则

( 1 )若 A, B是极大前缀码,则M 是极大前缀码。

( 2 )若M 是极大前缀码且 A是前缀码,则 A, B是极

大前缀码。

证明 ( 1 ) M � MX
+
= ( A0 � A 0X

+
) ! ( A0 �

A1BX
+
) ! ( A 1B � A 1BX

+
) ! ( A 1B � A 0X

+
)。由 A,

B是前缀码及引理 2可得, A 0 � A 0X
+
= A0 � A 1BX

+
=



A 1B � A 1BX
+
= �。若 A 1B � A 0X

+ ∀ � , 则存在 a0  A 0,

a1  A1, b  B, x  X
+
, 使 a1b = a0x。由 A = A0 + A 1知,

a0 ∀ a1, 于是 a0与 a1中一个必是另一个的前缀,与 A是

前缀码矛盾。因此, M �MX
+
= � , 即M是前缀码。要

证明M 是极大前缀码,由引理 1知, 只需再证明M 是语

言图 � (X*
)的横截集,即要证:对任意 u  T

C

M , 有W u �

M ∀ �。任意取 u  T
C

M, 由 TA及 TM的定义知, TA  TM,

于是 T
C

M  T
C

A , 从而 u  T
C

A。再由 A是极大前缀码及引理

1知,有W u � A ∀ � , 于是存在 a  A, x  X
+
, 使 u =

ax。若 a  A 0, 则 a  W u � A 0  W u �M。若 a  A 1, 我

们断言 x  T
C

B。若 x  TB, 则由 TB的定义知,存在 y  

X
*
, 使 xy  B, 于是 uy = a( xy )  A 1 B  M, 从而 u  

W uy  TA 1B
 TM, 与 u  T

C

M矛盾。因此, x  T
C

B。由 B是

极大前缀码及引理 1知, W x � B ∀ � , 于是存在 b  B,

y  X
+
, 使 x = by, 于是 u = ax = ( ab)y, 从而 ab  Wu �

A 1B  W u �M。因此, Wu �M ∀ �。

( 2 )要证明 A是极大前缀码,由引理 1知,只需证明

A是语言图 � (X
*
) 的横截集,即要证: 对任意 u  T

C

A ,

有 W u � A ∀ �。任意取 u  T
C

A , 若 u  T
C

A � T
C

M, 由M

是极大前缀码及引理 1知, W u �M ∀ � , 即Wu � (A0 !
A 1B ) ∀ �。若W u � A0 ∀ � , 则存在 a0  A 0, x  X

+
, 使

u = a0x, 从而 a0  Wu � A 0  Wu � A; 若W u � A1B ∀ � ,

则存在 a1  A 1, b  B, x  X
+
, 使 u = a1bx, 从而 a1  

W u � A 1  W u � A。若 u  T
C

A � TM , 则由 TM的定义知,

存在 v  X
*
, 使 uv  M = A 0 ! A 1B。由 u  T

C

A知,必有

uv  A 1B, 否则,若 uv  A0, 则 u  W uv  TA 0
 TA , 与

u  T
C

A矛盾。由 uv  A1B知,存在 a1  A1, b  B, 使 uv

= a1b。由 u  T
C

A 知, 必有 lg( u) > lg( a1 ), 否则, 若

lg( u) # lg(a1 ), 则存在 w  X
*
, 使 a1 = uw, 从而 u  

W a1
 TA , 与 u  T

C

A矛盾。由 uv = a1b及 lg( u) > lg(a1 )

知, 存 在 x  X
+
, 使 u = a1x, 从而 a1  W u �

A 1  W u � A。因此, W u � A ∀ �。至此 A是极大前缀码

得证。若 B不是前缀码,则 B � BX
+ ∀ � , 从而 A 1B �

A 1BX
+ ∀ � , 与M 是前缀码矛盾。因此, B是前缀码。

要证明 B是极大前缀码, 由引理 1知,只需证明 B是语

言图 � (X*
)的横截集,即要证:对任意 u  T

C

B, 有W u �

B ∀ �。任意取 u  T
C

B, 我们断言 A 1u  T
C

M。若存在

a1  A 1, 使 a1u  TM , 则由 TM的定义知,存在 x  X
*
,

使 a1ux  M = A0 ! A 1B。若 a1ux  A 0, 则 a1ux  A0 �
A1X

+  A � AX
+
, 与 A是前缀码矛盾。若 a1ux  A 1B,

则存在 !a1  A 1, b  B, 使 a1ux = !a1b。由 A是前缀码

知, a1 = !a1, ux = b, 从而 u  W b  TB, 与 u  T
C

B矛盾。

因此, A 1u  T
C

M。任意取 a1  A1, 则 a1u  T
C

M。由M是

极大前缀码及引理 1知, W a1u �M ∀ � , 即W a1u � (A 0 !
A1B ) ∀ �。我们断言 Wa1u � A 1B ∀ �。若W a1u � A 1B =

� , 则W a1u � A0 ∀ � , 于是存在 a0  A 0, x  X
+
, 使 a1u

= a0x。由 A = A 0 + A 1知, a1 ∀ a1, 于是 a0与 a1中一个

必是另一个的前缀,与 A是前缀码矛盾。由 W a1u
� A 1B

∀ � 知,存在 !a1  A 1, b  B, x  X
+
, 使 a1u = !a1bx。由

A是前缀码可得, a1 = !a1, u = bx, 从而 b  Wu � B。因

此, Wu � B ∀ �。至此定理 1得证。
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Abstrac:t LetX
*

be the freem onoid o f the alphabetX, the concept of a transversal of the language d iagram � (X
*
) is

in troducedby constructing a language d iagram � (X
*
) w ithX

*
as the node set. U sing the relation betw een the transversal o f

language d iagram � (X
*
) and maxmi alprefix code, .i e. a prefix codeA ismaxmi a l if and only ifA is a transversal of language

diagram � (X
*
), a property ofm axmi al pref ix code is g iven.

Key words: prefix code; m axmi al prefix code; transversal of language diagram � (X
*
)
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