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费马数与伪素数

管训贵

(泰州师范高等专科学校, 江苏 泰州 225300)

� � 摘 � 要:如果合数 N满足 2
N � 2 (m odN ), 则称 N为伪素数.本文运用数论中的一些简单结果,如

任何费马合数都是伪素数以及费马小定理 (若 p为素数, a为整数,且 ( a, p ) = 1, 则 a
p- 1 � 1(m odp )

)等,给出了 N = F S1
F S2
�FSk

为伪素数的充要条件: S 1 � 2
S2

- 1且 Sk � 2
S1

- 1, 这里 S1 < S2 < � <

Sk, F S i
= 2

2
S

i

+ 1为费马数。
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引 言

目前我们仅知道 n = 0, 1, 2, 3, 4时,费马数 Fn = 2
2
n

+ 1

是素数,而 n为其它正整数时, 所发现的费马数均为合

数。文 [ 1]证明了任何费马合数都是伪素数,并推出了

FmF n (m � n)是伪素数的充要条件,本文给出多个费马

数之积为伪素数的充要条件。

定理 设 S 1 < S2 < � < Sk, 这里 S i ( i= 1, �, k )均

为正整数,则N = F S1
FS 2
�FSk

为伪素数的充要 S1 � 2
S2

-

1且 Sk � 2
S1

- 1。

1 定义与引理

定义 1
[ 1]
设 N 为正整数, 我 们把满足 2

N �

2 (m odN )的合数 N 称为伪素数。

定义 2
[ 2]
设 p为素数, a为整数,且 ( a, p ) = 1, 若

d是使 a
d � 1(m odp )成立的最小正整数,则称 d是 a关

于模 p的阶。

引理 1
[ 1]
任何费马合数都是伪素数。

引理 2
[ 2]
设m, n是非负整数, n当m � n时, (Fm,

Fn ) = 1。

引理 3
[ 3]

(费马小定理 )设 p为素数, a为整数,若

( a, p ) = 1, 则 a
p- 1 � 1 (m odp )。

引理 4
[ 4]
设 n是非负整数,则 2关于模 F n 的阶为

2n+ 1。

引理 5
[ 5]
若 a

k � 1(m odm ), 而 a关于模m的阶为

d, 则 d k。

2 定理的证明

若 S1 < S2 < � < S k, 则由引理 1与引理 2知, F S1
,

FS2
, �, F Sk

是互素的奇素数或奇伪素数。由引理 4知, 2

关于模 F S i
( i = 1, �, k)的阶为 2

S i+ 1
。

(必要性 )

如果 N = FS1
F S2
�F Sk

为伪素数,即 2
N � 2 (m odN ),

则有

2
N � 2(m odFS i

), i = 1, �k ( 1)

根据引理 3,得

2
FS

i
- 1 � 2 (m odFS i

), i = 1, �k

故 ( 1 )变为

2 � 2
N
F

S i�F S
i � ( 2

FS
i
- 1
)

N
F

S i � 2
N
F

S i

� 2
N
F

S i

(modF S i
)

即

2
N
F
S i- 1 � 1(m odFS i

), i = 1, �k ( 2)

又 2关于模 FS i
( i = 1, �, k )的阶为 2

S i+ 1, 故由引理 5得

2
S i+ 1

(
N

F S i

- 1 ), i = 1, �k。

因为
N

F S1

- 1 = �
k

j= 2

F S j
- 1

= �
k

j= 2

( 2
2
S

j

+ 1) - 1 = 2
2
S

2

� Q



这里 Q 为 某一正 奇数, 所以 2
S1+ 1

2
2
S

2

� Q, 即

2
S1+ 1

2
2
S

2

, 于是

S 1 � 2
S 2

- 1 ( 3)

因为
N

F S i

- 1 = �
k

j= 1 j� i

F S j
- 1

= �
k

j= 1 j� i

( 2
2
S
j

+ 1) - 1 = 2
2
S
1

� R

这里 R为某一正奇数, i = 2, �k, 所以 2
S i+ 1

2
2
S

1

� R,

即 2
S i+ 1

2
2
S1

, 于是 S i � 2
S1

- 1, i = 2, �k。

考虑到 S1 < S 2 < � < Sk, 有

Sk � 2
S 1

- 1 ( 4)

由 ( 3)、( 4 )知,若 N = F S1
FS 2
�FSk

为伪素数,则 S1 �

2
S2 - 1且 Sk � 2

S1 - 1。

(充分性 )

已知 S 1 � 2
S2

- 1且 Sk � 2
S1

- 1, 结合 S1 < S 2 < �

< Sk, 有

S 1 � 2
S 2

- 1, S2 � 2
S1

- 1, �, Sk � 2
S1

- 1。

即

S 1 + 1 � 2
S2

, Si + 1 � 2
S1

i = 2, �k

因为

N - 1 = F S1
F S2
�FSk

- 1

= 2
2
S

1

�M

这里M 为某一正奇数,所以

2
S i+ 1

(N - 1), i = 2, �k。

考虑到 S1 + 1 � 2
S1

, 有 2
S1+ 1

(N - 1), 故

2
S i+ 1

(N - 1), i = 1, �k。

又 2关于模 FS i
( i = 1, �, k )的阶为 2

S i+ 1
, 即

2
2
S
i
+1

� 1(m odFS i
), i = 1, �k

故

2
N - 1 � 1 (m odF S i

), i = 1, �k

而 F S1
, FS 2

, �, FSk
两两互素,因此有

2
N - 1 � 1 (m odN )即

2
N � 2(m odN )

于是 N = FS1
FS2
�F Sk

为伪素数。

比如, F 3F 4F 5, F 3F 4F 5F 6, F 3F 4F 5F 6F 7均为伪素数。
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FermatNumber and Pseudoprim eNumber

GUAN Xun�gui
( Ta izhou Normal College, T aizhou 225300, Ch ina)

Abstrac:t If a com pos ite num berN satisfies2
N � 2(modN ), thenN is called P seudoprmi e num ber. In this paper, by u�

sing the smi ple result among the number theory, as every F erm at composite number is a Pseudoprmi e number and F erm at�s

L ittle Theorem ( Ifp is prmi e anda is a pos itive integer w ith ( a, p ) = 1, then a
p- 1 � 1(modp ) etc, w e give a sufficient and

necessary condit ion of the proposition thatN = F S1
F S2
�FSk

is a pseudoprmi e number, it isS 1 � 2
S2

- 1 andSk � 2
S1

- 1, where

S 1 < S2 < � < S k andFS i
= 2

2
S

i

+ 1 is F erm at num ber.
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